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❆✈❛♥t t♦✉t✱ ❥❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ♠♦♥ ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✱
❆❧❡①❛♥❞r✉ ❉✐♠❝❛✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞✐r✐❣é ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡t ♠✬êtr❡ t♦✉❥♦✉rs ✈❡♥✉ ❡♥ ❛✐❞❡
q✉❛♥❞ ❥✬❡♥ ❛✈❛✐s ❜❡s♦✐♥✳ ❏❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉r s❡s q✉❛❧✐tés ❤✉♠❛✐♥❡s✱ s❛
❣r❛♥❞❡ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❡t s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ q✉❡ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ♠❡ ❞♦♥✲
♥❛♥t ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ à s❡s ❝ôtés✳ ■❧ ♠✬❛ ❛♣♣r✐s é♥♦r♠é♠❡♥t ❞❡
❝❤♦s❡s✱ ♠✬❛ ❢❛✐t ❞é❝♦✉✈r✐r ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♠✬❛ ❞♦♥♥é ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞✬❛❧❧❡r à
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s✱ ❡t s✉rt♦✉t ♠✬❛ ❝♦♥❢♦rté ❞❛♥s ♠♦♥ ❡♥✈✐❡ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡
❞❛♥s ❝❡tt❡ ✈♦✐❡✳ ❏❡ ❣❛r❞❡r❛✐ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ très ❜♦♥ s♦✉✈❡♥✐r ❞❡ ♠♦♥ ❞♦❝t♦r❛t✱ ❡t ❝✬❡st
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à ❧✉✐✳
❏❡ t✐❡♥s ❡♥s✉✐t❡ à r❡♠❡r❝✐❡r ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♠❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs ✿ ❆❧❡①❛♥❞r✉ ❙✉✲
❝✐✉✱ ❞❡ ◆♦rt❤❡❛st❡r♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ q✉✐ s✬❡st ✐♥tér❡ssé à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❛ t♦✉❥♦✉rs été
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ♠✬❛✐❞❡r q✉❛♥t à ♠❡s ♣r♦❥❡ts ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧s ❀ ❏❡❛♥ ❱❛❧❧ès✱ q✉✐ ❡st
❛✉ss✐ ✉♥ ♠❡♠❜r❡ ❞✉ ❥✉r②✱ ❡t q✉✐ ❛ ❝♦♥s❛❝ré ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ t❡♠♣s à ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ♠❛
t❤ès❡ ❡t ♠✬❛ ❛✐❞é à ❧✬❛♠é❧✐♦r❡r ❡♥ ❧❛ ❝♦rr✐❣❡❛♥t ♠ét✐❝✉❧❡✉s❡♠❡♥t✳
❏✬❛✐♠❡r❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r②✱ q✉✐ ♠✬♦♥t ❢❛✐t ❧✬❤♦♥✲
♥❡✉r ❞❡ ❥✉❣❡r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❞✬❛ss✐st❡r à ♠❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ✿ ▼✐❝❤❡❧ ●r❛♥❣❡r✱ ❆❞❛♠
P❛r✉s✐♥s❦✐✱ ❡t ❙t❡❢❛♥ P❛♣❛❞✐♠❛✱ ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❆❝❛❞é♠✐❡ ❘♦✉✲
♠❛✐♥❡✱ q✉✐ ❛ ❛❝❝❡♣té ❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❥✉sq✉✬à ◆✐❝❡ ♠❛❧❣ré ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✳
❏❡ s♦✉❤❛✐t❡r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ▼❛s❛❤✐❦♦ ❨♦s❤✐♥❛❣❛✱ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬❍♦❦❦❛✐❞♦✱ ♣♦✉r
❛✈♦✐r ♣♦rté ✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt à ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡t ❛❝❝❡♣té q✉❡ ❥✬✐♥❝❧✉❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts
❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈✬❡st ❛✈❡❝ ❣r❛♥❞ ♣❧❛✐s✐r q✉❡ ❥✬❛✐ tr❛✈❛✐❧❧é ❛✈❡❝ ❧✉✐✳
▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t ❛✉ss✐ ✈❡rs ❉❛♥✐❡❧❛ ❆♥❝❛ ▼➔❝✐♥✐❝✱ ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ❞❡ ▼❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❆❝❛❞é♠✐❡ ❘♦✉♠❛✐♥❡✱ ❡t ●r❛❤❛♠ ❉❡♥❤❛♠✱ ❞❡ ❲❡st❡r♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱
♣♦✉r ❧❡✉rs s✉❣❣❡st✐♦♥s q✉❛♥t à ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ▼❡r❝✐ à ●❛❜r✐❡❧ ❙t✐❝❧❛r✉ ♣♦✉r s♦♥
❛✐❞❡ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳
❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ❛✉ss✐ ❛✉① Pr♦❢❡ss❡✉rs ❞❡ ♠♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ q✉✐ s❡ s♦♥t
✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❛ss✐st❛♥t à t♦✉t❡s ♠❡s ♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥s ✿ ❆❧❡①❛♥❞r✉ ❉✐♠❝❛✱ ❆❞❛♠ P❛r✉s✐♥s❦✐✱ ❡t ▼✐❝❤❡❧ ▼❡r❧❡✱ à q✉✐ ❥✬❛✐♠❡r❛✐s ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs r❛ss✉ré❡
s✉❜t✐❧❡♠❡♥t ❡t ♣❡r♠✐s ❞✬é✈♦❧✉❡r ❣râ❝❡ à ❞❡ ❧♦♥❣✉❡s ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s ❞✉r❛♥t t♦✉t❡s ❝❡s
❛♥♥é❡s✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ❛✉ss✐ à P❤✐❧✐♣♣❡ ▼❛✐s♦♥♦❜❡ ❡t ❆♥❞ré ❍✐rs❝❤♦✇✐t③✱ q✉✐ s❡ s♦♥t
♠♦♥trés ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ♠♦✐✳
❏❡ ♥❡ ✈❛✐s ♣❛s é♥✉♠ér❡r ✐❝✐ t♦✉s ❧❡s Pr♦❢❡ss❡✉rs ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❏✳❆✳ ❉✐❡✉❞♦♥♥é q✉✐
✷
s❡ s♦♥t ♠♦♥trés ♣rés❡♥ts✱ ♠❛✐s ❥❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉s é❣❛❧❡♠❡♥t✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t t♦✉t ❧❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❏✳❆✳ ❉✐❡✉❞♦♥♥é q✉✐
r❡♥❞ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡♠❡♥t ❝❡ ❧✐❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ très ❝♦♥✈✐✈✐❛❧✱ ❡t ❜✐❡♥ sûr ❧✬❊❝♦❧❡ ❉♦❝t♦✲
r❛❧❡✱ q✉✐ ♠✬❛ ♦✛❡rt ❧✬♦♣♣♦rt✉♥✐té ❞✬❡♥tr❡♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❞♦❝t♦r❛t✳
❏✬❛✐♠❡r❛✐s ❡①♣r✐♠❡r à ♠❡s ♣r♦❝❤❡s ❝♦♠❜✐❡♥ ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ♠✬❛ été ♣ré❝✐❡✉①✳
❈②r✐❧✱ t✉ s❛✐s ❝❡ q✉❡ ❥❡ ♣❡♥s❡ ❞❡ ♥♦✉s ❀ ▲❡♥♥❛✱ t❛ ❥♦✐❡ ❞❡ ✈✐✈r❡ ♠❡ r❡♠♦♥t❡ t♦✉❥♦✉rs
❧❡ ♠♦r❛❧ ❀ ❙❛❧♦✉❛✱ t❛ ❞♦✉❝❡✉r ♠✬❛ t♦✉❥♦✉rs ré❝♦♥❢♦rté❡✳
❏✬❛✐ ✉♥❡ ♣❡♥sé❡ ♣♦✉r ♠❡s ❛♠✐s ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣♦✉r ❇✐❡♥✲
✈❡♥✉✱ ●✐♦✈❛♥♥✐✱ ❏❡❛♥✲❇❛♣t✐st❡✱ ❋r❛♥ç♦✐s ❡t ❏❡❛♥✲▼❛r❝✱ q✉❡ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r ❧❡✉r
❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r ❡t ❧❡✉r ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✳ ▼❡r❝✐ ❏❇+ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❡①♣❧✐q✉é ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡
❝❤♦s❡s s✉r ❧❛ ✜❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ✦
◆❛♥❝②✱ ❥❡ ♥❡ s✉✐s ♣❛s très ❞é♠♦♥str❛t✐✈❡ ♠❛✐s t✉ ✈♦✐s✱ ❥❡ t❡ rés❡r✈❡ ✉♥ ♣❛r❛✲
❣r❛♣❤❡ ✿ ♠ê♠❡ s✐ t✉ ♥❡ t✬❡♥ r❡♥❞s ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❝♦♠♣t❡✱ t❛ s✐♠♣❧❡ ♣rés❡♥❝❡ ❛✉ ❧❛❜♦✲
r❛t♦✐r❡ ❛ r❡♥❞✉ ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ♠♦t✐✈❛♥t❡s✱ ❝❛r ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t
♥♦✉s ♣❛rt❛❣❡♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❞❡ très ❜♦♥s ✭❡t ❞rô❧❡s✮ ♠♦♠❡♥ts q✉❛♥❞ ♥♦✉s s♦♠♠❡s
❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❝❛r t✉ ❛s ❧❛ ♠❛✐♥ s✉r ❧❡ ❝♦❡✉r ❡t t✉ ❛s t♦✉❥♦✉rs été ❧à ♣♦✉r ♠♦✐✳
❨♦❛♥♥✱ ❥❡ s✉✐s t❡❧❧❡♠❡♥t ❤❡✉r❡✉s❡ ❞❡ t✬❛✈♦✐r r❡♥❝♦♥tré✳✳✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r t❛ ♣❛t✐❡♥❝❡✱
❥❡ s❛✐s q✉❡ ❥❡ s✉✐s ♣❛r❢♦✐s ✐♥s✉♣♣♦rt❛❜❧❡ ✦ ❚♦♥ ❛♠♦✉r ♠❡ ❝♦♠❜❧❡ ❞❡ ❜♦♥❤❡✉r ❡t ❝❡s
❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ♥❡ s❡r❛✐❡♥t ♣❛s s✐ ❜❡❧❧❡s s❛♥s t♦✐✳
❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ r❡♠❡r❝✐❡r ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✉ ❝♦❡✉r ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱ s❛♥s q✉✐ ❥❡ ♥❡ s❡r❛✐s
r✐❡♥✳ ▲✬❛♠♦✉r ❡t ❧❡ s♦✉t✐❡♥ q✉❡ ✈♦✉s ♠✬❛✈❡③ ♦✛❡rts ♦♥t ❢❛✐t ❞❡ ♠♦✐ ❝❡ q✉❡ ❥❡ s✉✐s
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳ ❱♦✉s ♠✬❛✈❡③ ❛✐❞é ❞❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ✈♦✉❧✉ ❡♥tr❡♣r❡♥❞r❡✱ ❡t ❛✈❡③
t♦✉❥♦✉rs s✉ ♠❡ r❡♥❞r❡ ❤❡✉r❡✉s❡✳
✸

❘és✉♠é
❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞é❞✐é❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❊❧❧❡
✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥ts ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s✳ P✉✐s ❡❧❧❡ s❡ ❝♦♥s❛❝r❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r F ❞✬✉♥ ❛r✲
r❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❝❡♥tr❛❧✱ ♠✉♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h : F → F,
q✉✐ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h∗ : H∗(F,C)→ H∗(F,C) s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣❡✉t✲♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡r
h∗, ♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ bq(F ) = dimH
q(F,C), à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ L(A) ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ q✉✐ ❝♦❞✐✜❡ s❛
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❄
■❧ ② ❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦②❡♥s ❞✬❛❜♦r❞❡r ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ✿ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s
❧♦❝❛✉①✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ❡t ❧❡s ✈❛r✐étés ❞❡ r❛✐s♦♥❛♥❝❡✱ ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡✳ ◆♦✉s ♣❛r❝♦✉r❡r♦♥s ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡
✈✉❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞♦♥♥❡r♦♥t à ❝❤❛q✉❡
❢♦✐s ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h∗ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ■❧s ré♣♦♥❞❡♥t
❞♦♥❝ à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❝❛r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t H∗(F,C) ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s
❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ L(A).
▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s✲
q✉❡❧s h1 : H1(F,C) → H1(F,C) ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣r❛♣❤❡
❞✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té ✈❛ ✐♠♣❧✐q✉❡r ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡
❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✬❆♦♠♦t♦✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡
❝♦♥❝❧✉r❡✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rés✉❧t❛t✱ ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ▼✳ ❨♦s❤✐♥❛❣❛✱ ❡st ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡✱
♠❛✐s q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ P2C ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❛②❛♥t ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡
à tr♦✐s✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥✱
❡t ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ h1, ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ❡t ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳
❊♥✜♥✱ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❡t ❡ss❡♥t✐❡❧
❞❛♥s C4, ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ s❛ ✜❜r❡
❞❡ ▼✐❧♥♦r✳ ■❧ ❞♦♥♥❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ tr✐✈✐❛❧✐té ❞❡ h∗ s✉r t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H∗(F,C), ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥ ❡♥t✐❡rs ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥✲
❣❡♠❡♥t✱ ❡t ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡ ha,b(Hq(F,C)), a 6= b.
♠♦ts✲❝❧és ✿ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s✱ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r✱
♠♦♥♦❞r♦♠✐❡✳
✺
❆❜str❛❝t
❚❤✐s P❤✳❉✳ t❤❡s✐s st✉❞✐❡s ❝♦♠♣❧❡① ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ■t ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡
❜❛s✐❝ t♦♦❧s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts t❤❡♦r②✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ❢♦❝✉s❡s ♦♥
t❤❡ ▼✐❧♥♦r ✜❜❡r F ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥♦❞r♦♠② h : F → F, ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♠♦♥♦❞r♦♠②
♦♣❡r❛t♦r h∗ : H∗(F,C) → H∗(F,C) ❛t ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❧❡✈❡❧s✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ st✉❞②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✿ ✐s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ h∗, ♦r ❛t ❧❡❛st t❤❡ ❇❡tt✐
♥✉♠❜❡rs bq(F ) = dimH
q(F,C), ❥✉st ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥ ❧❛tt✐❝❡ L(A) ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦❞✐✜❡s ✐ts ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ❄
❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠❛♥② t♦♣✐❝s ✿ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❧♦❝❛❧ s②st❡♠s✱ ❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ❛❧❣❡✲
❜r❛ ❛♥❞ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ ♠✐①❡❞ ❍♦❞❣❡ t❤❡♦r②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ♦❢
✈✐❡✇✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❞❡s❝r✐❜❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡
t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦❞r♦♠② ♦♥ t❤❡ ▼✐❧♥♦r ✜❜❡r ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡② ❛♥s✇❡r ♦✉r
q✉❡st✐♦♥ ✐♥ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❤♦♠♦✲
❧♦❣② ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ▼✐❧♥♦r ✜❜❡r ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❧❛tt✐❝❡✳
❖✉r ✜rst r❡s✉❧t ❣✐✈❡s ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t h1 ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✳
❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♥❡✇ ❣r❛♣❤✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ♥✉❧❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❤♦♠♦✲
❧♦❣② ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❆♦♠♦t♦ ❝♦♠♣❧❡①✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡s✉❧t✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ▼✳ ❨♦s❤✐♥❛❣❛✱ ❛♣♣❧✐❡s t♦
♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥ P2C, s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧✐♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡①❛❝t❧②
♦♥❡ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤r❡❡✳ ❲❡ ❝♦♥str✉❝t t✇♦ ♥❡✇ ❞❡✲
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ ❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ❛❧❣❡❜r❛s✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦✲
♥♦❞r♦♠②✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥s♣❛❝❡s ❛r❡ ③❡r♦✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤✐r❞ r❡s✉❧t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♠✐①❡❞ ❍♦❞❣❡ st✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣②
♦❢ t❤❡ ▼✐❧♥♦r ✜❜❡r ♦❢ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥❞ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥ C4. ■t ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ tr✐✈✐❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦❞r♦♠②✱ ❚❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❧❧✐t②
♦❢ t❤❡ ♥♦♥ ✐♥t❡❣❡r s♣❡❝tr✉♠✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
❑❡②✇♦r❞s ✿ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❧❛tt✐❝❡✱ ▼✐❧♥♦r ✜❜❡r✱ ♠♦♥♦✲
❞r♦♠②✳
▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❏❡❛♥✲❆❧❡①❛♥❞r❡ ❉✐❡✉❞♦♥♥é✱ P❛r❝ ❱❛❧r♦s❡✱ ✵✻✶✵✽ ◆✐❝❡ ❈❡❞❡① ✷
✻
❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✾
✷ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❛✣♥❡s ❡t ♣r♦❥❡❝t✐❢s ✶✷
✷✳✶ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✷✳✷ ❚r❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡t s❡s ♣r♦♣r✐étés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✷✳✸ P♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✷✳✹ ❆❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✷✳✹✳✸ ❆❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✣♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✷✳✹✳✶✺ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✷✳✹✳✶✽ ❈♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r✲
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✸ ❋✐❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ✹✶
✸✳✶ ❙②stè♠❡s ❧♦❝❛✉① ❡t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
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✹ ❈❛❧❝✉❧s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❡t ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ✻✵
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✹✳✷ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H1(FA) ♣♦✉r ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❣r❛✲
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✹✳✹ ❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡s
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✺ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❤②✲
♣❡r♣❧❛♥s ✾✹
✺✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✼
✺✳✷ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✷✵
✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s s♦♥t ❞❡✈❡♥✉s ✉♥ ♦❜❥❡t ❝❡♥tr❛❧ ❡♥ ▼❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡s ❞❡♣✉✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❱✳■✳ ❆r♥♦❧❞✱ ❊✳ ❇r✐❡s❦♦r♥✱ P✳ ❉❡❧✐❣♥❡✱ P✳ ❖r❧✐❦ ❡t ▲✳
❙♦❧♦♠♦♥✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡①♣♦sé ❇♦✉r❜❛❦✐ ❬✽❪ ❢❛✐t ♣❛r P✳ ❈❛rt✐❡r ❡♥ ✶✾✽✵✳ ▲❡ ❜✉t
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❝❡rt❛✐♥s ✐♥✈❛r✐❛♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♦✉ ❣é♦✲
♠étr✐q✉❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ M(A) ❞✬✉♥
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❝♦♠♣❧❡①❡ A✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ L(A)
❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A✱ q✉✐ ❝♦❞✐✜❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳
▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s
❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ L(A)✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ χ(A, t), ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré
π(A, t), ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ A∗(A) ❡t ❧❡s ✈❛r✐étés ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ Rqk(A).
▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✷ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ A∗(A)
♣♦✉r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐❢A. ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉✱ ♠❛✐s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞♦♥♥é❡
✐❝✐ ❡st ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ❛✈❡❝
❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ❞✐s❝✉t❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❈❤❡r♥✲❙❝❤✇❛rt③✲▼❛❝P❡rs♦♥ ❞✬✉♥
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡ A, s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ P✳ ❆❧✉✣✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st
❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳✸ q✉✐ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ rô❧❡ ❝❧❡❢ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ χ(A, t) ❞❛♥s t♦✉t❡ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛❞❞✐t✐❢s✳ ▲❛
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✺ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡s
❝❧❛ss❡s ❞❡ ❈❤❡r♥ ✉s✉❡❧❧❡s✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ♣ré❝❛✉t✐♦♥✳
▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r F = FA ❡t ❞❡ ❧✬♦♣❡r❛t❡✉r
❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h : F → F ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❝❡♥tr❛❧ A. ❖♥
❞✐s❝✉t❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s s②stè♠❡s ❧♦❝❛✉① ❡t ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ✐♥té❣r❛❜❧❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ M(A), ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ✈❛r✐étés ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ♦♥ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛r✐étés ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✹✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬♦♣❡r❛t❡✉r ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h∗ : H∗(F,C)→ H∗(F,C)
❡t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ t♦r❞✉❡ H∗(M(A),L) ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✺✳
✾
❊♥s✉✐t❡ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑♦❤♥♦ ✸✳✷✳✽ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
♥♦♥✲rés♦♥❛♥❝❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s ❧♦❝❛✉① s✉r M(A). ❈❡ rés✉❧t❛t s✬❛♣♣❧✐q✉❡
❡♥ ❣é♥ér❛❧ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❣é♦♠étr✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡✮✱ ♥♦✉s
❡①♣❧✐q✉♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❡ss❡♥t✐❡❧s✱ ✈♦✐r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✶✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✬❛❝❤è✈❡ ♣❛r ✉♥ r❛♣♣❡❧ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
t♦r❞✉❡ ❞✉s à ❈♦❤❡♥✲❉✐♠❝❛✲❖r❧✐❦✱ ✈♦✐r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✺ ❡t ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✶✻✱
q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣❧✉s t❛r❞✳
▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
♣❡✉t✲♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬♦♣❡r❛t❡✉r ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h∗ : H∗(F,C) → H∗(F,C), ♦✉ ❛✉
♠♦✐♥s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ bq(F ) ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r F, à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ L(A) ❄
❊♥ ❞é♣✐t ❞✬✐♠♣♦rt❛♥ts ♣r♦❣rès ré❝❡♥ts✱ ✈♦✐r ❬✹✺❪ ❡t ❬✹✻❪✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥❝♦r❡ ❧♦✐♥
❞✬❛✈♦✐r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❝♦♠♣❧èt❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❙✳ ❙❡tt❡♣❛♥❡❧❧❛ s✉r
❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s tr❡ss❡s✱ ✈♦✐r ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✳✹ ♣♦✉r ❧❡s
❝❛s ❡♥ ♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✺ ♣♦✉r ✉♥ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧ ❞❡ st❛❜✐❧✐té
❡t ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❆✳ ▼➔❝✐♥✐❝ ❡t ❙✳
P❛♣❛❞✐♠❛ s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐ ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳
❯♥ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐✲
s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❛ss❡③ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠❛✐s q✉✐ ❝♦✉✈r❡
✉♥ ❧❛r❣❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s✱ ✈♦✐r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✳ ▲✬✐❞é❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st
❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡
tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ L(A) q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛❧❧❡r ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❛rr❛♥✲
❣❡♠❡♥ts ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❝❧❡❢ ❞û à ❙✳ P❛♣❛❞✐♠❛ ❡t
❆✳ ❙✉❝✐✉ s✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s ✜♥✐✱ ✈♦✐r ✹✳✷✳✽✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞✉s à ❈♦❤❡♥✲❉✐♠❝❛✲❖r❧✐❦✳ ❉❛♥s ❧❡ ❈♦✲
r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✸✳✼ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❛✉① ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡s tr❡ss❡s ❡t ♥♦✉s
r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❙✳ ❙❡tt❡♣❛♥❡❧❧❛ ❡t ❞❡ ❆✳ ▼➔❝✐♥✐❝ ❡t ❙✳ P❛♣❛❞✐♠❛ s✉r ❧❡
♣r❡♠✐❡r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐ b1(F ) ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rés✉❧t❛t ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✺✱
♦❜t❡♥✉ ❧♦rs ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ ▼✳ ❨♦s❤✐♥❛❣❛✱ ✈♦✐r ❬✸❪✳ ❈✬❡st ✉♥ rés✉❧t❛t
❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✱ ♠❛✐s q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉①
❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s A′ ⊂ P2C ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞r♦✐t❡
L ∈ A′ ❛②❛♥t ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ≥ 3. ▲❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❞r♦✐t❡ L ♥✬❛②❛♥t ❛✉❝✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ≥ 3 ❛ été tr❛✐té ♣❛r
❆✳ ▲✐❜❣♦❜❡r ❡♥ ✷✵✵✷✱ ✈♦✐r ❬✷✺❪✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✺ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡
❙✳ P❛♣❛❞✐♠❛ ❡t ❆✳ ❙✉❝✐✉ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ♥♦tr❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✾ q✉✐ ❞♦♥♥❡
✶✵
✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✬❆♦♠♦t♦✳
▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r F ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
F ét❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐ss❡✱ s❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ H∗(F,Q) ❛❞♠❡t
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬❛♣rès P✳ ❉❡❧✐❣♥❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ♣♦s❡r
❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡s ha,b(Hq(F,C)).
▲❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
h∗ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡✳ ■❧ ② ❛ ❞é❥à ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ rés✉❧t❛ts ✐❝✐✱ ❞✉s à ❆✳ ❉✐♠❝❛✱ ●✳ ▲❡❤r❡r ❡t ❙✳ P❛♣❛❞✐♠❛✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✶✵ ❡t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✺✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❧❡s ♣❧✉s ♣ré❝✐s s♦♥t r❡❧✐és à
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❡t s♦♥t ❞✉s à ◆✳ ❇✉❞✉r ❡t ▼✳ ❙❛✐t♦✱ ✈♦✐r ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✻ q✉✐ ❞✐t q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡
tr❡✐❧❧✐s L(A) ❡t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✼ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡ s♣❡❝tr❡
♣♦✉r ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é ❧❡s s♣❡❝tr❡s ♣♦✉r ✉♥ ❛rr❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ tr❡ss❡s A3✮ ❡t
✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✾ ✭❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❈❡✈❛✮✱ ✈♦✐r ❧❡s ❈♦r♦❧✲
❧❛✐r❡s ✺✳✷✳✾ ❡t ✺✳✷✳✶✸✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡
h∗ s✉r H∗(F,C), ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é t♦✉s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❍♦❞❣❡ éq✉✐✈❛r✐❛♥ts
ha,b(Hq(F )λ) ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ✈♦✐r ❧❡s ❈♦r♦❧❧❛✐r❡s ✺✳✷✳✶✶ ❡t ✺✳✷✳✶✹✳
❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❡t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✼❪
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❍♦❞❣❡ éq✉✐✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❈❡✈❛✳
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ⊂ C4 ❝❡♥tr❛❧ ❡t
❡ss❡♥t✐❡❧✱ ❡t ❞✐s❝✉t❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ tr✐✈✐❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h∗ s✉r s❛
✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r F, ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥ ❡♥t✐❡rs ❞❡ s♦♥ s♣❡❝tr❡✱ ❡t ❧❛ ♥✉❧❧✐té
❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡s ha,b(Hq(F,C)), ∀a 6= b. ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❛ ❞é❥à été
❝♦♥s✐❞éré❡ ♣❛r ❆✳ ❉✐♠❝❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❡t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ C3,
✈♦✐r ❬✶✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶❪✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✺✳✷✳✼ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ◆✳ ❇✉❞✉r ❡t ▼✳
❙❛✐t♦✳ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❨✳ ❨♦♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✉ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s C4, ✈♦✐r ❬✹✹❪✳
▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶✻✱ q✉✐ ét❛❜❧✐t
❝❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❡t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ C4, ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❨✳ ❨♦♦♥✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ❝❛r ✐❧ ❛ été ♣r♦✉✈é ❞❛♥s
❬✶✻❪ q✉❡ ❝❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts A ⊂ Cn+1
❡♥ ♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ n ≤ 6.
✶✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❛✣♥❡s
❡t ♣r♦❥❡❝t✐❢s
✷✳✶ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ❙♦✐t V ✉♥ K ✲ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n+ 1.
✶✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ H ⊂ V ❡st ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ s✐ H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ V
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n.
✷✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ A = {Hi}i∈I ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❡st ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s✳
✸✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ H ⊂ V ❡st ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❛✣♥❡ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ v ∈ V ❡t H0 ⊂ V ✉♥
s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n t❡❧s q✉❡ H = v +H0.
✹✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ A = {Hi}i∈I ❡st ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✣♥❡ s✐ ❧❡s Hi s♦♥t ❞❡s ❤②♣❡r✲
♣❧❛♥s ❛✣♥❡s✳
✺✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✣♥❡ A ❡st ❝❡♥tr❛❧ s✐
⋂
i∈I
Hi 6= ∅✳ P❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥
♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❛❧♦rs q✉❡ 0 ∈
⋂
i∈I
Hi.
✻✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ A ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ s✐
⋂
i∈I
Hi = {0}.
✼✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ A ❡st ❣é♥ér✐q✉❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡
{Hi1 , ... , Hip} ⊂ A ♦♥ ❛ ✿
codimHi1 ∩ · · · ∩Hip = min{p, n+ 1}.
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ p ≥ n+ 1 ♦♥ ❛ Hi1 ∩ · · · ∩Hip = {0}.
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳✷ ✶✳ ▲✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❇♦♦❧❡ ❞❛♥s Kn+1 ❡st ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦♥st✐✲
t✉é ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✿ xi = 0, 1 ≤ i ≤ n+ 1. ❈✬❡st ✉♥ ❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ n+ 1 ❤②♣❡r♣❧❛♥s q✉✐ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧✳
✶✷
✷✳ ▲✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s tr❡ss❡s ❞❛♥s Kn+1 ❡st ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❤②♣❡r✲
♣❧❛♥s Hij : xi − xj = 0, 1 ≤ i < j ≤ n + 1. ❈✬❡st ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧
❞❡
(
n+1
2
)
❤②♣❡r♣❧❛♥s q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡ss❡♥t✐❡❧ ❝❛r ∩Hij = D, ♦ù D ❡st ❧❛ ❞r♦✐t❡
❞é✜♥✐❡ ♣❛r x1 = x2 = · · · = xn+1✳
✸✳ ▲✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ K3 ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ xyz(x+y+ z) = 0 ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
❞✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❣é♥ér✐q✉❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸ ✭❊s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢✮
❙♦✐t V ✉♥ K−❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ P(V ) = V \{0}/K∗ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ V ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❞♦♥❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ q✉♦t✐❡♥t ♣♦✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r V \{0} ✿
u ∼ v ⇔ ∃ a ∈ K∗ | u = a · v.
❖♥ ♥♦t❡r❛ P(Kn+1) = PnK.
❙♦✐t H ⊂ V ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥✳ ❆❧♦rs H ′ = H\{0}/K∗ ⊂ P(V ) ❡st ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢
❞❛♥s P(V ). ▲❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ H → H ′ ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts
❝❡♥tr❛✉① ❞❛♥s V ❡t ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♣r♦❥❡❝t✐❢s ❞❛♥s P(V ).
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳✹ ❖♥ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
✕ P0C = C\{0}/C
∗ = {point}.
✕ P1C = C
2\{0}/C∗ ≃ S2 = C ⊔ {∞}.
P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✺ ▲✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ PnK ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝✲
t♦r✐❡❧ Kn ❡t PnK \K
n = Pn−1K .
■❧ ② ❛ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ étr♦✐t❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧A ❡t ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐❢
❛ss♦❝✐é A′. P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✻ ❙♦✐❡♥t A ⊂ Kn+1 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❝❡♥tr❛❧ ♥♦♥
✈✐❞❡✱ ❡t A′ ⊂ PnK ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❛ss♦❝✐é✳ ❖♥ ♣♦s❡
M(A) = Kn+1 \
⋃
H∈A
H ❡t M(A′) = PnK \
⋃
H′∈A′
H ′.
❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ✈❛r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s
f : M(A) → M(A′)×K∗.
✶✸
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✻ ✿
❙♦✐❡♥t H ∈ A ❡t lH(x) = a1x1 + a2x2 + · · · + an+1xn+1 ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
t❡❧❧❡ q✉❡ H := {x ∈ Kn+1 | lH(x) = 0}. ❖♥ ❞é✜♥✐t f ❡t g ♣❛r ✿
f : M(A) −→ M(A′)×K∗ , f(x) = ([x], lH(x)), ❡t
g : M(A′)×K∗ −→ M(A) , g([x], a) = a
lH(x)
x,
♦ù [x] ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ x ❞❛♥s PnK.
❖♥ ❛ q✉❡ g ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✱ ❝❛r g(x) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡
❞❡ x. ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ [x]′ ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ x✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
u ❞❛♥s K∗✱ t❡❧ q✉❡ [x]′ = u · [x] ❡t ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ g([x]′, a) = g(u · [x], a) = g([u · x], a)
= a
lH(u·x)
u · x = a
lH(x)
x.
❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛ g ◦ f = Id ❡t f ◦ g = Id ❞♦♥❝ g = f−1 ❡t ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐étés✳

◆♦t❛t✐♦♥s ✿ ❙♦✐t A ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❛♥s V ✳ ❖♥ ♣♦s❡
L(A) = {X = Hi1 ∩ · · · ∩ Hip | Hi1 , ..., Hip ∈ A , X 6= ∅ }.
❙✐ X ∈ L(A), ❛❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t
AX = {H ∈ A | X ⊂ H }.
❙✐ A ❡st ❝❡♥tr❛❧✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ VA =
⋂
H∈A
H.
✷✳✷ ❚r❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡t s❡s ♣r♦♣r✐étés
❖♥ ♠✉♥✐t L = L(A) ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡≤ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉sX, Y ∈ L(A) :
X ≤ Y ⇔ X ⊇ Y.
❖♥ ♣♦s❡ ❛✉ss✐ ✿
X < Y ⇔ (X ≤ Y ❡t X 6= Y ).
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ❯♥ tr❡✐❧❧✐s L ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t
é❧é♠❡♥t 0¯, ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ é❧é♠❡♥t 1¯, ❡t t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ x ∧ y ❡t s✉♣é✲
r✐❡✉r❡ x ∨ y ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r t♦✉s x ❡t y ❞❛♥s L.
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛t♦♠❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ L ❞✐st✐♥❝t ❞❡ 0¯.
✶✹
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✷ ❙♦✐t A ⊂ V ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧✳ ❆❧♦rs L(A) ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ≤ ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s t❡❧ q✉❡ 0¯ = V, 1¯ = VA, ❧❡s ❛t♦♠❡s s♦♥t ❧❡s
❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ A, X ∨ Y = X ∩ Y, ❡t X ∧ Y =
⋂
H ⊃X∪Y
H∈A
H, ∀X, Y ∈ L(A).
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ✭❚r❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✮
❙✐ A ⊂ V ❡st ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧✱ ❛❧♦rs L(A) ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ≤
❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳ ❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A.
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✹ ✭❚r❡✐❧❧✐s ❣é♦♠étr✐q✉❡✮
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s L ❡st ❣é♦♠étr✐q✉❡ s✐
✶✳ ∀x ∈ L, ∃ a1, a2, ..., ar ❞❡s ❛t♦♠❡s t❡❧s q✉❡ x = a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ ar
= (· · · ((a1 ∨ a2)∨ a3) · · · ∨ ar). ▲❡ r ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ❛♣♣❡❧é r❛♥❣ ❞❡ x, ♥♦té r(x),
❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t r(L) = r(1¯).
✷✳ x < y ⇒ r(x) < r(y).
✸✳ r(x ∨ y) + r(x ∧ y) ≤ r(x) + r(y), ∀ x, y ∈ L.
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✺ ❙♦✐t A ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s V = Kn+1.
❆❧♦rs L(A) ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❣é♦♠étr✐q✉❡ t❡❧ q✉❡ ✿
r(X) = codim(X) = dim(V )− dim(X).
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
r(L(A)) = r(VA) = codim(VA).
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✺ ✿
✶✳ ▲❡s ❛t♦♠❡s s♦♥t ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ A. ❙✐ X = Hi1 ∩ · · · ∩ Hip ∈ L(A),
❛❧♦rs X = Hi1 ∨ · · · ∨ Hip ❡t ✶✳ ❞❡ ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✹ ❡st ✈ér✐✜é✳
❉❡ ♣❧✉s✱ p ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
Hi1 ! Hi1 ∩Hi2 ! · · · ! Hi1 ∩ · · · ∩Hip . ❖r codim(Hi1) = 1 ❞♦♥❝
codim(Hi1 ∩Hi2) = 2, ... , codim(Hi1 ∩ · · · ∩Hip) = p.
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ r(X) = codim(X).
✷✳ X < Y ⇔ Y  X ❞♦♥❝ dim(X) > dim(Y ) ⇒ r(X) < r(Y ).
✸✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❝❡ ♣♦✐♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✿
dim(X)+dim(Y ) = dim(X∩Y ) + dim(X+Y ) ≤ dim(X∨Y ) + dim(X∧Y ).

✶✺
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻ ✭❙❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s✮
❯♥ s❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s L ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
x ∧ y ❡①✐st❡ ♣♦✉r t♦✉s x, y ❞❛♥s L.
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✼ ❙✐ A ⊂ V ❡st ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✣♥❡✱ ❛❧♦rs L(A) ❡st ✉♥ s❡♠✐✲
tr❡✐❧❧✐s ❛②❛♥t ♣♦✉r ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t 0¯ = V.
▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✽ ❯♥ s❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ✜♥✐ q✉✐ ❛❞♠❡t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ✉♥
tr❡✐❧❧✐s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✽ ✿
❙♦✐❡♥t x ❡t y ❞❛♥s L✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ x ∨ y =
∧
x≤z
y≤z
z q✉✐ ❡①✐st❡ ❜✐❡♥ ❝❛r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {x ≤ z, y ≤ z } ❡st ✜♥✐ ❡t ♥♦♥ ✈✐❞❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✾ ❙♦✐t A ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❆❧♦rs L(A) ❡st ✉♥ s❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r t♦✉s X, Y ❞❛♥s L(A), [X, Y ] = {Z ∈ L(A) | X ≤ Z ≤ Y } ❡st
✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ L(A) ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ A ❡st ❝❡♥tr❛❧✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✾ ✿
❖♥ ❛ q✉❡ L(A) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é✱ ❡t s✐ X ❡t Y s♦♥t
❞❛♥s L(A), ❛❧♦rs X ∧ Y =
⋂
H ⊃X∪Y
H∈A
H 6= ∅ ❝❛r X ∧ Y ⊃ X 6= ∅. ❆✐♥s✐✱ L(A)
❡st ✉♥ s❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ [X, Y ] ❡st ✉♥ s❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ✜♥✐ ❛❞♠❡tt❛♥t ♣♦✉r ✉♥✐q✉❡
é❧é♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ Y ❡t ❝✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✽✳
▼♦♥tr♦♥s ❡♥✜♥ ✿ L(A) ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ⇔ A ❡st ❝❡♥tr❛❧✳
⇐ : s✐ A ❡st ❝❡♥tr❛❧✱ ❛❧♦rs
⋂
H∈A
H ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❡t ❝✬❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ é❧é♠❡♥t
❞❡ L(A). ❆✐♥s✐✱ L(A) = [0¯, 1¯] ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ✭❛✈❡❝ 0¯ = V ❡t 1¯ =
⋂
H∈A
H ✮✳
⇒ : L(A) ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ⇒ ∃X ∈ L(A) ✉♥ é❧é♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧
⇒ H ⊃ X, ∀H ∈ A ⇒
⋂
H∈A
H ⊃ X ⇒ A ❡st ❝❡♥tr❛❧✳

✶✻
✷✳✸ P♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ❙♦✐t L ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ♦r❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≤ .
❖♥ ♣♦s❡ x < y ⇔ x ≤ y ❡t x 6= y.
❙♦✐❡♥t x, y ∈ L, x ≤ y, ❡t p ≥ 0. ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r p ❞❡ x à y t♦✉t❡
s✉✐t❡ x0, x1 , ... , xp ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ L t❡❧❧❡ q✉❡
x = x0 < x1 < · · · < xp = y.
❖♥ ♥♦t❡ Cp(x, y) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r p ❞❡ x à y.
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✷ C0(x, x) = 1, C0(x, y) = 0, s✐ x < y ❡t Cp(x, x) = 0, s✐ p ≥ 1.
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸ ❙♦✐❡♥t x, y ∈ L, x ≤ y. ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s✲❘♦t❛
❞❡ L ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿
µL(x, y) =
∑
p
(−1)pCp(x, y), ❡t µL(x, y) = 0, s✐ x  y.
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝❛r❛❝tér✐s❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s✲❘♦t❛ ✿
▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✹ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ µL : L× L→ Z t❡❧❧❡ q✉❡
µL(x, x) = 1, ✭✷✳✶✮
❡t ∑
x≤z≤y
µL(x, z) = 0 =
∑
x≤z≤y
µL(z, y), s✐ x < y. ✭✷✳✷✮
◆♦t❛t✐♦♥ ✿ ❙✐ 0¯ ❡①✐st❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ µL(x) = µL(0¯, x).
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✺ ▲❛ ♠ê♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ s✐ L ❡st ✉♥ s❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✻ ✭▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✮
❙♦✐❡♥t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❡t P(S) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ S. ❙♦✐t ≤ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞✬♦r❞r❡ t❡❧❧❡ q✉❡
A ≤ B ⇔ A ⊆ B.
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ µ(A,B) = (−1)|B| − |A|.
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✼ ✭❋♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s✲❘♦t❛✮
❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✱ f : L → G, ❡t g ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦♠♠❛t♦✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ ✿
✶✼
g : L → G
x 7→
∑
y≤x
f(y).
❆❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
f(x) =
∑
y≤x
µL(y, x) · g(y), ∀x ∈ L.
❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ g(x) =
∑
y≥x
f(y), ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿
f(x) =
∑
y≥x
µL(x, y) · g(y), ∀x ∈ L.
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✽ ✭P♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡t ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✮
❙♦✐t L ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
❞❡ L ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿
p(L, t) =
∑
x∈L
µL(x) · t
r(L)−r(x).
❙✐ L = L(A), ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ p(A, t).
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ A ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✿
χ(A, t) =
∑
x∈L(A)
µL(A)(x) · t
dim(x).
❊♥✜♥✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ♣❛r ✿
π(A, t) =
∑
x∈L(A)
µL(A)(x) · (−t)
r(x).
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✾ ✶✳ ❙✐ e = dim(VA), ❛❧♦rs ♦♥ ❛ q✉❡ χ(A, t) = t
ep(A, t),
❡t p(A, 0) = µL(1¯) = µL(VA).
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ A ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ♦♥ ❛ χ(A, t) = p(A, t).
✷✳ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s χ(A, t) ❡t π(A, t) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s ♣♦✉r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
❛✣♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡t ❧❡ s❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s L(A).
✸✳ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s χ(A, t) ❡t π(A, t) s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
π(A, t) = (−t)n+1χ(A,−t−1), ❡t χ(A, t) = tn+1π(A,−t−1).
✹✳ ❙♦✐t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❖♥ ❛ q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H∗(M(A), R) ❞✉ ❝♦♠♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ M(A) à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s R ❡st ✉♥ R−♠♦❞✉❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ q❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐ ❞❡ M(A) ♣❛r ✿
✶✽
bq(M(A)) = rangRHq(M(A), R).
❈♦♠♠❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ R = K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧♦rs ❧❡ q❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐ ❞❡
M(A) ❡st ✿
bq(M(A)) = dimKHq(M(A),K).
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣ré❝✐s❡r❛ ♣❛s ❧✬❛♥♥❡❛✉ ♦✉ ❧❡ ❝♦r♣s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣♦✉r ❧❡s r❛♥❣s ❡t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❧♦rsq✉❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♥✬❡st
♣♦ss✐❜❧❡✳
❙♦✐t P (M(A), t) ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❇❡tt✐✲P♦✐♥❝❛ré ❞❡ M(A) :
P (M(A), t) =
∑
q≥0
bq(M(A)) · t
q.
❖♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✵ ✭❬✸✸❪✮ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P (M(A), t) ❡t π(A, t) ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳
✺✳ ❱♦②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t M(A) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été R−♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ❞❡ R2n+2.
❙♦✐t bcq(M(A)) = dimCH
q
c (M(A),C), ♦ù H
q
c (M(A),C) ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡
❞❡ Hq(M(A) , M(A)−K) s✉r ❧❡s K ❝♦♠♣❛❝ts✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❇❡tt✐✲P♦✐♥❝❛ré à s✉♣♣♦rts ❝♦♠♣❛❝ts ✿
Pc(M(A), t) =
∑
q≥0
bcq(M(A))t
q.
❆❧♦rs ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré q✉✐ ❛✣r♠❡ q✉❡
Hqc (M(A),C) ≃ H2n+2−q(M(A),C), ∀q ≥ 0,
♠♦♥tr❡ q✉❡
bcq(M(A)) = b2n+2−q(M(A)), ∀q ≥ 0.
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
Pc(M(A), t) =
∑
q≥0
b2n+2−q(M(A))t
q
=
∑
q≥0
bq(M(A))t
2n+2−q
= t2n+2
∑
q≥0
bq(M(A))t
−q
= t2n+2π(A, 1
t
).
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶✶ ✶✳ ❙✐ A ❡st ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❇♦♦❧❡ ❞❛♥s Rn+1 ♦✉ Cn+1, ❛❧♦rs
χ(A, t) = p(A, t) = (t− 1)n+1.
✶✾
✷✳ ❙✐ A ❡st ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s tr❡ss❡s ❞❛♥s Rn+1 ♦✉ Cn+1, ❛❧♦rs
p(A, t) = (t− 1)(t− 2) · · · (t− n) ❡t χ(❆, t) = t(t− 1)(t− 2) · · · (t− n).
✸✳ ❙✐ A = {H1, ... , Hd} ❡st ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❛♥s Rn+1 ♦✉ Cn+1, ❛❧♦rs
χ(A, t) =
n+1∑
k=0
(
d
k
)
(−1)ktn+1−k +
d∑
k=n+2
(
d
k
)
(−1)k. ✭✷✳✸✮
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ✸✳ ❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶✶ ✿
❉✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ❝❛s ✿
✕ s✐ 1 ≤ d ≤ n+ 1✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ✿
φ : (L(A),≤) −→ (P(S),⊆), ♦ù S = {1, ... , d},
t❡❧ q✉❡ φ(∩i∈IHi) = I, φ(Rn+1) = ∅, ❡t φ(H1 ∩ · · · ∩Hd) = S.
❊♥ ❡✛❡t✱ ∩i∈IHi = ∩i∈JHi ⇔ I = J ❡t ∩i∈IHi ≤ ∩i∈JHi ⇔ I ⊆ J.
❆✐♥s✐ s✐ X = ∩i∈IHi, ❛❧♦rs µL(A)(X) = µP(S)(φ(X)) = (−1)
|I| = (−1)codim(X)
❞✬❛♣rès ❧✬❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✻ ❡t ♦♥ ❛ ✿
χ(A, t) =
∑
X∈L(A)
µL(A)(X)t
dimX =
d∑
k=0
∑
X∈L(A)
dim(X)=n+1−k
(−1)ktn+1−k
=
d∑
k=0
(
d
k
)
(−1)ktn+1−k = tn+1−d(t− 1)d.
✕ ❙✐ d > n + 1, ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s tr♦✉✈❡r ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
tr❡✐❧❧✐s ❡♥tr❡ L(A) ❡t P(S) ❝❛r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ {0} ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥✐q✉❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t L(A) = {0} ⊔ L(A)1 , ❛✈❡❝ L(A)1 = {Hi1 ∩ · · · ∩Hik | k ≤ n }.
❙♦✐t E = {B ⊆ S | |B| ≤ n}.
❖♥ ❛ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s L(A)1 ❡t E. ❊♥ ❡✛❡t✱ à ✉♥ é❧é♠❡♥t
Hi1 ∩ · · · ∩Hik ❞❡ L(A)1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ B = {i1, ... , ik} ❞❡ E. ❆✐♥s✐✱
χ(A, t) =
∑
X∈L(A)
µL(A)(X)t
dimX = µL(A)({0}) +
∑
X∈L(A)1
µL(A)(X)t
dimX
= µL(A)({0}) +
n∑
k=0
∑
X∈L(A)1
dim(X)=n+1−k
(−1)ktn+1−k
= µL(A)({0}) +
n∑
k=0
(
d
k
)
(−1)ktn+1−k.
❘❡st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r µL(A)({0}).
❖♥ ❛ q✉❡ µL(A)({0}) = µL(A)(0¯, {0}) = µL(A)(0¯, 1¯). ❖r
∑
0¯≤z≤1¯
µL(A)(0¯, z) = 0
✷✵
❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✹✳ ❆✐♥s✐ µL(A)(0¯, 0¯) +
(
d
1
)
µL(A)(0¯, Hi)
+
(
d
2
)
µL(A)(0¯, Hi∩Hj)+ · · ·+
(
d
n
)
µL(A)(0¯, Hi1 ∩ · · · ∩Hin) + µL(A)({0}) = 0.
❖♥ tr♦✉✈❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t µL(A)({0}) = −[µL(A)(0¯, 0¯) +
(
d
1
)
µL(A)(0¯, Hi)
+
(
d
2
)
µL(A)(0¯, Hi∩Hj) + · · ·+
(
d
n
)
µL(A)(0¯, Hi1 ∩ · · · ∩Hin)] = −
n∑
k=0
(
d
k
)
(−1)k
=
d∑
k=n+1
(
d
k
)
(−1)k.

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✶✷ ▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✵ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❞✉ ❝♦♠✲
♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s A ⊂ Cn+1 ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❡♥
❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré π(A, t) ❡t s♦♥t ❞♦♥❝ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥és
♣❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ A. P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ⊂ C2 ❝♦♥t❡♥❛♥t
d ❤②♣❡r♣❧❛♥s ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
b0(M(A)) = 1, b1(M(A)) = d, b2(M(A)) =
∑
k≥2
nk(k − 1),
♦ù nk ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s X ∈ L(A) ✈ér✐✜❛♥t |AX | = k.
P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ A ⊂ Cn+1 ❛❧♦rs ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ✿
b0(M(A)) = 1, b1(M(A)) = d, b2(M(A)) =
∑
k≥2
nk(k − 1),
♦ù nk ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s X ∈ L(A) ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ✈ér✐✜❛♥t |AX | = k.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✶✷ ✿
❙♦✐t A = {H1, ... , Hd} ⊂ C2. ▲✬é❧é♠❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ♥✉❧ ❞❛♥s L(A) ❡st 0¯ = C2,
❡t µL(A)(0¯) = 1. ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ r❛♥❣ 1 s♦♥t ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ A, ✈ér✐✜❛♥t
µL(A)(Hi) = −1. ▲❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡ r❛♥❣ 2 s♦♥t ❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❞✬❛✉
♠♦✐♥s ❞❡✉① ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ A. ❙♦✐t X ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ C1(0¯, X) = 1
❡t C2(0¯, X) = |AX |, ♦♥ ❛ q✉❡ µL(A)(X) = |AX | − 1. ❙♦✐t k ≥ 2. ◆♦t♦♥s nk ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s X ∈ L(A) t❡❧❧❡s q✉❡ |AX | = k. ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥
tr♦✉✈❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré s✉✐✈❛♥t ✿
π(A, t) = 1 + d · t+
(∑
k≥2
nk(k − 1)
)
t2.
❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥s✉✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✵✳

✷✶
✷✳✹ ❆❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②✲
♣❡r♣❧❛♥s
❙♦✐❡♥t V ✉♥ K−❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ✭K ❝♦r♣s✮✱ ❡t A ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s
❞❛♥s V. ■♥❞❡①♦♥s ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ A ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {Hi}i∈{1,...,|A|}✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s {eHi}, q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥ Hi ∈ A ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ eHi .
❙♦✐t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡✳
❖♥ ❝♦♥str✉✐t E1 ❝♦♠♠❡ ❧❡ R−♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {eHi}Hi∈A :
E1 =
⊕
Hi∈A
R · eHi = {
|A|∑
i=1
kieHi | ki ∈ R}.
❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t E∗ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞❡ E1.
E∗ = E∗(A) =
∧
(E1) =
|A|⊕
q=0
q∧
(E1).
❈✬❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❣r❛❞✉é❡✱ ❡t s✐ ♦♥ ♥♦t❡ |A| = d, Eq =
∧q(E1), ♦♥ ❛ ✿
E∗ =
d⊕
q=0
Eq.
P♦✉r q 6= 0, Eq ❞és✐❣♥❡ ❧❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s eHi1 ∧ · · · ∧ eHiq . ❖♥
❝♦♥✈✐❡♥t q✉❡ E0 = R. P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ eHieHj ❧❡ ❜✐✈❡❝t❡✉r
eHi ∧ eHj . ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❡①tér✐❡✉r ét❛♥t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ✿
eHieHj = −eHjeHi ❡t (eHi)
2 = 0, ∀i, j.
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ R−❧✐♥é❛✐r❡ ∂ : E∗ → E∗ ♣❛r ∂(1) = 0,
∂(eHi) = 1, ∀ i, ❡t ♣♦✉r q ≥ 2 :
∂(eHi1 · · · eHiq ) =
q∑
k=1
(−1)k−1eHi1 · · · êHik · · · eHiq ,
♦ù eHi1 · · · êHik · · · eHiq ❞és✐❣♥❡ eHi1 · · · eHik−1eHik+1 · · · eHiq .
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✷ ❖♥ ♣♦s❡ ❙ = ∪q≥0❙q✱ ♦ù ❙q ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s q✲✉♣❧❡ts
❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s✳
✷✷
❙♦✐t S = (Hi1 , Hi2 , . . . , Hiq) ✉♥ q−✉♣❧❡t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s✳
❖♥ ♣♦s❡ ∂eS = ∂(eS), |S| = q, eS = eHi1 · · · eHiq ❡t ∩S = Hi1 ∩ · · · ∩Hiq .
P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ s✐ q = 0, ♦♥ ♥♦t❡ S = ( ) ❧❡ p−✉♣❧❡t ✈✐❞❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♥✉❧✱ eS = 1R
❡t ∩S = V.
✷✳✹✳✸ ❆❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✣♥❡
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✹ ✭❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ q✲✉♣❧❡ts ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s✮
❙♦✐t S ∈ S. ❖♥ ❞✐t q✉❡ S ❡st ❞é♣❡♥❞❛♥t s✐ ∩S 6= ∅ ❡t r(∩S) < |S|. ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❝♦♥tr❛✐r❡ ♦♥ ❞✐t q✉✬✐❧ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✺ ✭❆❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✣♥❡✮
❙♦✐t I = I(A) ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
{∂eS | S est de´pendant} ∪ {eS | ∩ S = ∅}.
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ❞❡ A à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s R ❧✬❛❧❣è❜r❡ q✉♦t✐❡♥t ✿
A = AR(A) = E
∗/I.
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✻ ▲✬✐❞é❛❧ I ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ✿ I =
⊕
q≥0
Iq, ♦ù Iq = I ∩ E
q, ❡t ❧✬❛❧✲
❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ❡st ❣r❛❞✉é❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❞♦♥❝ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t A∗, I∗.
❊♥ ♥♦t❛♥t φ : E∗ → A∗ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ Aq = φ(Eq) = Eq/Iq,
aH = φ(eH), ❡t aS = φ(eS), ∀H ∈ A, ∀S ∈ S, ♦♥ ❛ ✿
A∗ =
|A|⊕
q=0
Aq.
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✹✳✼ ❙✐ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ❡st ❝❡♥tr❛❧✱ ❛❧♦rs ∂(I∗(A)) ⊂ I∗(A) ❡t ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∂ ✐♥❞✉✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ∂ : A∗R(A)→ A
∗−1
R (A).
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✽ ✶✳ ❙✐ |A| = d, ❛❧♦rs Aq = 0 ♣♦✉r t♦✉t q > d.
✷✳ ❙✐ A ❡st ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s Kn+1, ❛❧♦rs Aq = 0 ♣♦✉r t♦✉t q > n+ 1.
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✾ ❙♦✐t A2 ⊂ K3 ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s tr❡ss❡s ✿ A2 = {H12, H13, H23}.
◆♦t♦♥s eij = eHij ❡t aij = aHij . ▲❛ s❡✉❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡st S = {H12, H13, H23},
❡t ∂eS = e13e23 − e12e23 + e12e13 ∈ I2.
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ❛ I0 = I1 = 0, ❡t I2 = K < e13e23 − e12e23 + e12e13 > .
❉❡ ♣❧✉s E3 = R < e12e13e23 > ❡t e12e13e23 ∈ I, ❝❛r e12e13e23 = e12 ∂eS.
❆✐♥s✐ E3 = I3 ❡t ♦♥ ❛ ✿
✷✸
A0R(A2) = R,
A1R(A2) = R < a12, a13, a23 >,
A2R(A2) =
R< aijakl, 1≤i<j≤3, 1≤k<l≤3 >
R< a13a23− a12a23+ a12a13 >
= R < a12a13, a13a23 >,
AqR(A2) = 0, ∀q ≥ 3.
❚r❛✐t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ d ❞r♦✐t❡s ❞❡ K2 ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✶✵ ❙♦✐t A = {H1, ... , Hd} ⊂ K2 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ d
❞r♦✐t❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ d ≥ 2. ◆♦t♦♥s ei = eHi ❡t ai = aHi .
❖♥ s❛✐t ❞é❥à ❞✬❛♣rès ✷✳✹✳✽ q✉❡ Aq(A) = 0, ∀q > 2.
▲❡s ❢❛♠✐❧❧❡s {Hi, Hj, Hk} s♦♥t t♦✉t❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣♦✉r 1 ≤ i < j < k ≤ d.
❆✐♥s✐ I2 ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ∂(eiejek), 1 ≤ i < j < k ≤ d. ❖♥ ❛ ♠ê♠❡ q✉❡ I2 ❡st
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ∂(eiejed), 1 ≤ i < j ≤ d− 1 ❝❛r ✿
∂(∂(eiejeked)) = ∂(ejeked)− ∂(eieked) + ∂(eiejed)− ∂(eiejek) = 0.
❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ I0 = I1 = 0, I2 = R < ejed − eied + eiej, 1 ≤ i ≤ j ≤ d− 1 > .
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
A0R(A) = R,
A1R(A) = R < a1, ... , ad >,
A2R(A) =
R< aiaj , 1≤i<j≤d >
R< ajad−aiad+aiaj , 1≤i<j≤d−1 >
= R < aiad, 1 ≤ i ≤ d− 1 >,
AqR(A) = 0, ∀ q ≥ 3.
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✶ ❙♦✐t A = {H1, ... , Hd} ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ Kn+1.
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ❧❡ ♥♦②❛✉ ✿
K∗R(A) := ker{∂ : A
∗
R(A)→ A
∗
R(A)}.
❈✬❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❣r❛❞✉é❡ ❞❡ A∗R(A).
❙♦✐t x1, ... , xn+1 ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ Kn+1 t❡❧ q✉❡ H1 := {x1 = 0 }.
Pr❡♥♦♥s H ′1 ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ à ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❛♥s P
n
K. ❖♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ✈❛r✐étés
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✿
Kn → PnK\H
′
1
(x2, ... , xn+1) 7→ (1 : x2 : · · · : xn+1).
✷✹
▲✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐❢ A′ = {H ′2, ... , H
′
d} ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t ❛✣♥❡ ❞❡ Kn ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
H ′i := { (x2, ... , xn+1) ∈ K
n | li
(
(1, x2, ... , xn+1)
)
= 0 }, ∀i 6= 1,
♦ù Hi := {(x1, ... , xn+1) ∈ Kn+1 | li(x1, ... , xn+1) = 0}. ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r s♦♥ ❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ A∗R(A
′), ❡t ♦♥ ♥♦t❡r❛ e′i ❧✬é❧é✲
♠❡♥t ❞❡ E1(A′) ❛ss♦❝✐é à H ′i , ∀ 2 ≤ i ≤ d.
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✷ ❙♦✐❡♥t A = {H1, ... , Hd} ⊂ Kn+1 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧✱
❡t A′ ⊂ PnK ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❛ss♦❝✐é✳ ❖♥ ❛ q✉❡ K
∗
R(A) ❡t A
∗
R(A
′) ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✷ ✿
✶✳ ❖♥ ❛ K∗R(A) = Im { ∂ : A
∗
R(A) → A
∗
R(A) }, ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t (A
∗
R(A), ∂) ❡st
✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ Im { ∂ : A∗R(A)→ A
∗
R(A) } ⊂ K
∗
R(A) ❝❛r ∂ ◦ ∂ = 0.
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ x ∈ A∗R(A) ❡st t❡❧ q✉❡ ∂x = 0, ❛❧♦rs ♣♦✉r b = aj ∧ x ♦♥
❛ q✉❡ ∂b = x− aj ∧ ∂x = x. ❆✐♥s✐ x ∈ Im { ∂ : A
∗
R(A)→ A
∗
R(A) }.
✷✳ ❖♥ ❛ q✉❡ K∗R(A) ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ A
1
R(A) :
{
d∑
i=2
αi(ai − a1), αi ∈ R }.
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ x ∈ K∗R(A), ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ y ∈ A
∗
R(A) t❡❧ q✉❡ x = ∂y ❞✬❛♣rès
✶✳ ❙♦✐t i1 < i2 < · · · < ik. ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡
∂(ai1 · · · aik) = (−1)
k−1(ai1 − ai2) ∧ (ai2 − ai3) ∧ · · · ∧ (aik−1 − aik),
❡t ♦♥ é❝r✐t ❝❤❛q✉❡ (aij − aij+1) t❡❧ q✉❡ ij 6= 1 s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
((aij − a1)− (aij+1 − a1)).
✸✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ét❛♣❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬♦♥ ❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢
❞✬❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s ✿
f : E∗(A′) → K∗R(A)
e′i 7→ ai − a1
✹✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ I∗(A
′) ⊂ ker f.
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ I∗(A
′) ❡st ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r
{ ∂(e′S) | S ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ A
′ ⑥ ∪{ e′S | ∩ S = ∅ }.
✷✺
✭❛✮ ❙♦✐❡♥t S = {H ′i1 , ... , H
′
ik} ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ A
′,
1 < i1 < i2 < · · · < ik, ❡t ∂(e
′
S) ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ I∗(A
′) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❖♥
❛ ❛❧♦rs q✉❡ ∂(e′S) = ∂(e
′
i1
· · · e′ik) = (−1)
k−1(e′i1 − e
′
i2
) · · · (e′ik−1 − e
′
ik
).
❆✐♥s✐ f(∂(e′S)) = (−1)
k−1(ai1 − ai2) · · · (aik−1 − aik) = ∂(ai1 · · · aik).
❖r s✐ {H ′i1 , ... , H
′
ik} ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡A
′, ❛❧♦rs {Hi1 , ... , Hik}
❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ A ❡t ∂(ei1 · · · eik) ∈ I∗(A). ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥
q✉❡ ∂(ai1 · · · aik) = 0 ❞❛♥s K
∗
R(A) ⊂ A
∗
R(A).
✭❜✮ ❙♦✐❡♥t S = {H ′i1 , ... , H
′
ik}, t❡❧ q✉❡ H
′
i1 ∩ · · · ∩H
′
ik = ∅,
❡t e′S = e
′
i1 · · · e
′
ik ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ I∗(A
′) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳
❖♥ ❛ q✉❡ Z = Hi1 ∩ · · · ∩Hik ⊂ H1. ◆♦t♦♥s r = codimZ ≤ k.
❖♥ ❛ ❛❧♦rs codimH1 ∩ Z = codimZ = r < k + 1, ❡t {H1, Hi1 , ... , Hik}
❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ A. ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ q✉❡ ∂(e1ei1 · · · eik) ∈ I∗(A).
❆✐♥s✐ ∂(a1ai1 · · · aik) = (ai1−a1) · · · (aik−a1) = f(e
′
S) = 0 ❞❛♥s K
∗
R(A).
✭❝✮ ❙♦✐t x ∈ I∗(A
′). ❊❝r✐✈♦♥s ✿
x =
∑
S de´pendante
αS ∂(e
′
S) +
∑
S | ∩S=∅
βS e
′
S.
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ f ❡t ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t q✉❡ f(x) = 0 ❞❛♥s K∗R(A).
✺✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s s✉r❥❡❝t✐❢
f˜ : A∗R(A
′) = E∗(A′)/I∗(A
′) → K∗R(A).
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t P (A∗R(A
′), t) =
∑
q≥0
dimAqR(A
′) · tq,
❡t P (K∗R(A), t) =
∑
q≥0
dimKqR(A) · t
q, ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❇❡tt✐✲P♦✐♥❝❛ré ❞❡
A∗R(A
′) ❡t K∗R(A).
✻✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ (1+ t)P (K∗R(A), t) = π(A, t). ❈♦♠♠❡ (A
∗
R(A), ∂) ❡st ✉♥ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞✬❛♣rès ✶✳✱ ♦♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s
✈❡❝t♦r✐❡❧s ❣r❛❞✉és s✉✐✈❛♥t❡ ✿
0→ KqR(A)→ A
q
R(A)→ K
q−1
R (A)→ 0.
❈❡tt❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ dimAqR(A) = dimK
q
R(A)+ dimK
q−1
R (A), ∀q,
❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✷✳✸✳✾ ❡t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶✾ q✉❡
π(A, t) = P (A∗R(A), t) = (1 + t)P (K
∗
R(A), t).
✼✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ (1 + t)π(A′, t) = π(A, t).
P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❲❤✐t♥❡②✳
✷✻
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶✸ ✭❲❤✐t♥❡②✮ ❙♦✐t A ⊂ Kn+1 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r✲
♣❧❛♥s ❛✣♥❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ✿
χ(A, t) =
∑
B⊂A
B central
(−1)|B|tn+1−r(B),
♦ù r(B) = codim ∩H∈B H ❡st ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ B.
❆✈❡❝ ✷✳✸✳✾ ✸✳ ❡t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❲❤✐t♥❡② ♦♥ ❛
π(A, t) = (−t)n+1χ(A,−t−1) =
∑
B⊂A
B central
(−1)|B|(−t)n+1(−
1
t
)n+1−r(B),
π(A, t) =
∑
B⊂A
B central
(−1)|B|+r(B)tr(B). ✭✷✳✹✮
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s r❡❣❛r❞♦♥s A′ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✣♥❡ ❞❡ Kn ♦❜t❡♥✉
❡♥ ♣r❡♥❛♥t H ′1 ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ à ❧✬✐♥✜♥✐✳
P♦✉r B ⊂ A ❝❡♥tr❛❧✱ ♥♦t♦♥s c(B) = ∩H∈BH ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ B. ❖♥ ❛ ✿
π(A, t) =
∑
B⊂A
B central
c(B)⊂H1
(−1)|B|+r(B)tr(B) +
∑
B⊂A
B central
c(B) 6⊂H1
(−1)|B|+r(B)tr(B).
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r
∑
B⊂A
B central
c(B) 6⊂H1
(−1)|B|+r(B)tr(B).
❙♦✐t B ⊂ A, B ❝❡♥tr❛❧✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ c(B) 6⊂ H1 ⇔ c(B
′) 6= ∅ ⇔ B′ ❝❡♥tr❛❧✱
❝❛r c(B′) = c(B)∩(PnK\H
′
1). ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ B ⊂ A ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❡t ✈ér✐✜❡ c(B) 6⊂ H1,
❛❧♦rs ♦♥ ❛ |B| = |B′|, r(B) = n+ 1− dim c(B) = r(B′). ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡∑
B⊂A
B central
c(B) 6⊂H1
(−1)|B|+r(B)tr(B) =
∑
B′⊂A′
B′ central
(−1)|B
′|+r(B′)tr(B
′) = π(A′, t).
❈❛❧❝✉❧♦♥s à ♣rés❡♥t ∑
B⊂A
B central
c(B)⊂H1
(−1)|B|+r(B)tr(B). ✭✷✳✺✮
❙♦✐t ❞♦♥❝ B ⊂ A, B ❝❡♥tr❛❧✱ t❡❧ q✉❡ c(B) ⊂ H1. ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉①
❝❛s ✿
✕ ❙✐ H1 /∈ B, ❝♦♥s✐❞ér♦♥s B¯ = B ∪ {H1}. ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ✿
c(B¯) = c(B), r(B¯) = r(B), ❡t |B¯| = |B|+ 1.
✷✼
▲❡s t❡r♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à B ❡t à B¯ s✬❛♥♥✉❧❡♥t ❞♦♥❝ ❡♥tr❡ ❡✉① ❞❛♥s ❧❛
s♦♠♠❡ ✭✷✳✺✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ s✉✣s❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ❧❛ s♦♠♠❡ ✭✷✳✺✮ ❧❡s
s♦✉s✲❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❝❡♥tr❛✉① B ⊂ A, c(B) ⊂ H1, t❡❧s q✉❡ H1 ∈ B, ❡t B
♥✬❡st ♣❛s ❞✉ t②♣❡ B¯0, ♦ù B0 = B\{H1} ❡st ✉♥ s♦✉s✲❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡
A ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s H1 ❡t ❞❡ ❝❡♥tr❡ c(B0) ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s H1. ◆♦t♦♥s ❞♦♥❝
Bres = {B ⊂ A, B ❝❡♥tr❛❧, c(B) ⊂ H1, H1 ∈ B, ❡t c(B\{H1}) 6⊂ H1}.
✕ ❙♦✐t B ∈ Bres. ❆❧♦rs B0 = B\{H1} 6⊂ H1 ❡t B
′
0 ⊂ A
′ ❡st ❝❡♥tr❛❧✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t B′0 ⊂ A
′ ❝❡♥tr❛❧✳ ❆❧♦rs B0 ⊂ A ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❡t ✈ér✐✜❡
c(B0) 6⊂ H1, ❡t ♦♥ ❛ B = B0 ∪ {H1} ∈ Bres.
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ Bres ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts
❝❡♥tr❛✉① ❞❡ A′, ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à ❝❤❛q✉❡ B ∈ Bres, ❧❡ s♦✉s✲❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥✲
tr❛❧ B′0 ⊂ A
′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ r(B) = r(B0) + 1 = r(B
′
0) + 1,
❡t |B| = |B′0|+ 1.
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ♥♦tr❡ s♦♠♠❡ ✭✷✳✺✮ ✿∑
B⊂A
B central
c(B)⊂H1
(−1)|B|+r(B)tr(B) =
∑
B∈Bres
(−1)|B|+r(B)tr(B)
=
∑
B′0⊂A
′
B′0 central
(−1)|B
′
0|+1+r(B
′
0)+1tr(B
′
0)+1 = t ·
∑
B′0⊂A
′
B′0 central
(−1)|B
′
0|+r(B
′
0)tr(B
′
0)
= tπ(A′, t) ❞✬❛♣rès ✭✷✳✹✮✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ π(A, t) = (1 + t)π(A′, t).
❆✐♥s✐ (1 + t)π(A′, t) = (1 + t)P (K∗R(A), t), ❞✬♦ù ✿
π(A′, t) = P (K∗R(A), t).
✽✳ ❉✬❛♣rès ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t dimAqR(A
′) = dimKqR(A), ∀q, ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f˜ ❡st
❞♦♥❝ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
A∗R(A
′) ≃ K∗R(A).

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✶✹ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
A = {H1, ... , Hd} ⊂ K2 ❞❡ ❧✬❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✶✵✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥ ❛
q✉❡ A′ = {H ′2, ... , H
′
d} ⊂ K ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ d−1 ♣♦✐♥ts ❞✐st✐♥❝ts✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ✿
A0R(A
′) = R, A1R(A
′) = R < a2, ... , ad > , A
q
R(A
′) = 0, ∀ q > 1.
✷✽
❆♣♣❧✐q✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✶✳ ❖♥ ❛ q✉❡ K0R(A) = R, ❡t q✉❡
K1R(A) = ker { ∂ : R < a1, ... , ad > → R }
= {−(α2 + · · ·+ αd)a1 + α2a2 + · · ·+ αdad } ≃ A
1
R(A
′).
❈❛❧❝✉❧♦♥s K2R(A) = ker { ∂ : A
2
R(A) → A
1
R(A) }.
❆✈❡❝ ❧✬❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✶✶ ♦♥ ❛ A2R(A) = R < aiad | 1 ≤ i ≤ d− 1 > .
❙♦✐t ❛❧♦rs x = α1a1ad + · · ·+ αd−1ad−1ad ∈ A
2
R(A). ❖♥ ❛ q✉❡ ∂x = −α1a1 − · · ·
−αd−1ad−1 + (α1 + · · ·+ αd−1)ad, ❡t ∂x = 0 ⇔ αi = 0, ∀ 1 ≤ i ≤ d− 1.
❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ K2R(A) = 0 ❡t A
∗
R(A
′) ≃ K∗R(A).
✷✳✹✳✶✺ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥
❙♦✐t A ⊂ V ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✣♥❡✳ ❆ t♦✉t X ∈ L(A) ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ s♦✉s✲
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t AX ⊂ A, ♦ù AX := {H ∈ A |X ⊆ H}. ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A à ♣❛rt✐r ❞❡ s♦♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥✲
t❡rs❡❝t✐♦♥ L(A).
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶✻ ✭❬✸✸❪✱ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❇r✐❡s❦♦r♥✮ P♦✉r t♦✉t q ≥ 0, ♦♥
❛ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Aq =
⊕
X∈Lq(A)
AqX ,
♦ù Lq(A) ❡st ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ L(A) ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ r❛♥❣ q, ❡t A
∗
X
❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ❞❡ AX .
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✶✼ ❙♦✐t A ⊂ C2 ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✣♥❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s s✐① ❞r♦✐t❡s r❡✲
♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❡ ❞❡ss✐♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
✷✾
L2
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞☞
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲▲
✓
✓
✓
✓
✓
✓
✓
✓
✓✓
❙
❙
❙
❙
❙
❙
❙
❙
❙❙
• •
• •
•
•
•
L5
S
T
W
U
V
P Q
L6
L1 L3
L4
A ⊂ C2
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕
❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ A∗ = A∗R(A) ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A. ❖♥ ♥♦✲
t❡r❛ ei = eLi , ai = aLi .
❖♥ ❛ q✉❡ A0R(A) = R. ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❞❛♥s L(A) s♦♥t ❧❡s ❤②♣❡r✲
♣❧❛♥s Li, ❞❡ s♦✉s✲❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t {Li}. ❖♥ ❛
A1Li = R < ai >, ∀ 1 ≤ i ≤ 6,
❡t ❛✐♥s✐ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ q✉❡
A1 =
⊕
1≤i≤6
A1Li = R < a1, a2, a3, a4, a5, a6 >
❡st ✉♥ R−♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ ✻✳
▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❞❛♥s L(A) s♦♥t ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ✿
✕ ▲❡s ♣♦✐♥ts W,U, ❡t T ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✷✳
❖♥ ❛ AW = {L1, L2}, AU = {L4, L6}, AT = {L3, L5}, ❡t ✿
A2W = R < a1a2 >, A
2
U = R < a4a6 >, A
2
T = R < a3a5 > .
✕ ▲❡s ♣♦✐♥ts P,Q, S ❡t V ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✸✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ A2P .
❖♥ ❛ q✉❡ AP = {L2, L5, L6} ❡st ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❝❛r codimL2 ∩L5 ∩L6 = 2 < 3.
❆✐♥s✐ I2(AP ) ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ∂(e2e5e6) = e5e6 − e2e6 + e2e5.
❖♥ ❛ q✉❡ E2(AP ) = R < e2e5, e2e6, e5e6 > . ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
A2P = R < a2a5, a5a6 > .
❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ✿
A2Q = R < a2a3, a3a4 >, A
2
S = R < a1a4, a4a5 >, A
2
V = R < a1a3, a3a6 > .
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❇r✐❡s❦♦r♥ ✷✳✹✳✶✻ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
✸✵
A2 = A2W ⊕ A
2
U ⊕ A
2
T ⊕ A
2
P ⊕ A
2
Q ⊕ A
2
S ⊕ A
2
V
= R < a1a2, a4a6, a3a5, a2a5, a5a6, a2a3, a3a4, a1a4, a4a5, a1a3, a3a6 >
❡st ✉♥ R−♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ 3 · 1 + 4 · 2 = 11.
❊♥✜♥ Aq = 0, ∀q ≥ 3, ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✽✳
✷✳✹✳✶✽ ❈♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s
▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❞û à ❖r❧✐❦ ❡t ❙♦❧♦♠♦♥✱ ❡st ✉♥ ❞❡s rés✉❧t❛s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①
❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶✾ ✭❬✸✷❪✮ ❙♦✐❡♥t A = {H1, ... , Hd} ⊂ Cn+1 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②✲
♣❡r♣❧❛♥s ❡t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❙♦✐❡♥t Hj := {lj = 0}, ∀j, ❡t aj ❧❡
❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ A1R(A) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ Hj. ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
φ : A∗R(A)→ H
∗(M(A), R)
aj 7→
1
2iπ
d lj
lj
✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s ✿
A∗R(A) ≃ H
∗(M(A), R).
❆✐♥s✐✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H∗(M(A), R) ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❛rr❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ L(A).
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✾ ❡t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶✻ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡
s✉✐✈❛♥t ✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✹✳✷✵ ❖♥ ❛ rangRA
q(A) =
∑
X∈Lq(A)
(−1)qµL(A)(X).
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✷✶ ❘❡✈❡♥♦♥s à ♥♦tr❡ ❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✾✳
❖♥ ❛ q✉❡ π(A2, t) = 1 + 3t+ 2t
2, ❡t ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ rangRA
0(A2) = 1,
rangRA
1(A2) = 3, ❡t rangRA
2(A2) = 2.
✷✳✹✳✷✷ ❱❛r✐étés ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡
❙♦✐❡♥t A = {H1, ... , Hd} ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s✱ ❡t A
∗ = A∗R(A) s♦♥
❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡ R.
❙♦✐t ω =
∑d
i=1 ωiai ∈ A
1. ◆♦t♦♥s ω∧ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿
ω∧ : A∗ → A∗+1
x 7→ ω ∧ x.
✸✶
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❝♦❝❤❛î♥❡s s✉✐✈❛♥t✱ ❛♣♣❡❧é ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✬❆♦♠♦t♦ ❞❡
❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A :
(A∗, ω∧) = { A∗
ω∧ // A∗+1 }∗≥0.
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞❡ ❞❡❣ré q ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✸ ✭❱❛r✐été ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡✮
P♦✉r q ≥ 0✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✈❛r✐été ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞❡ ❞❡❣ré q ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ A1 :
Rq(A) = {ω ∈ A1 | Hq(A∗, ω∧) 6= 0}.
P♦✉r t♦✉t k ≥ 1, ♥♦t♦♥s Rqk(A) = {ω ∈ A
1 | dimHq(A∗, ω∧) ≥ k}.
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✹✳✷✹ ✕ ❖♥ ❛ q✉❡ Rq(A) = Rq1(A), ∀q ≥ 0.
✕ ❙✐ Aq = 0, ❛❧♦rs Rqk(A) = ∅, ∀k ≥ 1.
✕ ❖♥ ❛ q✉❡ R01(A) = {0} ❡t R
0
k(A) = ∅, ∀k > 1.
✕ ❙✐ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1 :
A0
f
// A1
g
// A2
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✉ r❛♥❣ ♦♥ ❛ q✉❡ ✿
R1k = {ω ∈ A
1 | rang(Mg) ≤ dim(A
1)− k − 1},
♦ù Mg ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ g.
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡
R1(A) ❞❡ ❞❡❣ré 1. ❈❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ❝♦✉rs s✉r ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❤②✲
♣❡r♣❧❛♥s ❬✾❪✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✺ ❙♦✐t A ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❝❡♥tr❛❧✳
❙✐ ω ∈ A1 ❡t ∂ω 6= 0R, ❛❧♦rs H
∗(A∗, ω∧) = 0.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✺ ✿
❙♦✐❡♥t ω ∈ A1, ❡t ∂ω = c ∈ R\{0R}. P♦✉r q > 0, ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Aq−1
ω∧=f
// Aq
ω∧=g
// Aq+1 .
❖♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡ Imf ⊂ ker g. ▼♦♥tr♦♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳
❙♦✐t y ∈ ker g ⊂ Aq, ❛❧♦rs ω ∧ y = 0 ❡t ∂(ω ∧ y) = cy − ω ∧ ∂y = 0.
❆✐♥s✐ y = c−1 · ω ∧ ∂y ∈ Imf ❡t ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ Hq(A∗, ω∧) = 0, ∀q ≥ 0.

✸✷
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✹✳✷✻ ❖♥ ❛ q✉❡ ω ∈ R1(A) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ b ∈ A1 ♥♦♥
♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ω t❡❧ q✉❡ ω ∧ b = 0 ✭❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s b ∈ R1(A) é❣❛❧❡♠❡♥t✮✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞é❝r✐t R1(A) ♣♦✉r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ❞❡ r❛♥❣ 2, ❝❛s tr❛✐té
❞❛♥s ❧✬❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✶✵✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✷✼ ❙✉♣♣♦s♦♥s A ❝❡♥tr❛❧ ❡t ❞❡ r❛♥❣ 2. ❆❧♦rs ✿
R1(A) = A1R(A
′) = {ω =
d∑
i=1
ωiai ∈ A
1 |
d∑
i=1
ωi = 0R}, s✐ |A| ≥ 3,
R1(A) = {0} s✐♥♦♥✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✷✼ ✿
❙♦✐t ω˜ ∈ R1(A). ❆❧♦rs H1(A∗, ω˜∧) 6= 0 ❡t ∂ω˜ =
d∑
i=1
ω˜i = 0R ❞✬❛♣rès ✷✳✹✳✷✺✳
❆✐♥s✐✱ R1(A) ⊂ A1R(A
′). Pr❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ω ❞❛♥s A1R(A
′). ❈♦♠♠❡ A ❡st ❞❡ r❛♥❣ 2,
♦♥ ❛ q✉❡ A2R(A
′) = 0, ❡t ω ∧ b = 0, ∀ b ∈ A1R(A
′). ❖♥ s❛✐t q✉❡ s✐ ω ∧ b = 0R,
❛❧♦rs b ∈ A1R(A
′) ❞✬❛♣rès ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✹✳✷✻✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ dimA1R(A
′) = |A| − 1.
❆✐♥s✐✱ s✐ |A| ≥ 3, ❛❧♦rs |A1R(A
′)| ≥ 2 ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ b ♥♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ω t❡❧
q✉❡ ω ∧ b = 0 ❡t ω ∈ R1(A). P❛r ❝♦♥tr❡ s✐ |A| ≤ 2, ❛❧♦rs |A1R(A
′)| ≤ 1 ❡t ✐❧ ♥❡
♣❡✉t ♣❛s ❡①✐st❡r ❞❡ b ♥♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ω t❡❧ q✉❡ ω ∧ b = 0, s✐ ω 6= 0.

❙♦✐❡♥t X ∈ L(A) ❡t ω ∈ A1. ❖♥ ♥♦t❡r❛ ωX :=
∑
i |X ⊆Hi
ωiai.
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❇r✐❡s❦♦r♥ ✷✳✹✳✶✻
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✹✳✷✽ ❙♦✐❡♥t A ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧✱ ❡t ω, b ∈ A1.
❆❧♦rs ω ∧ b = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t X ∈ L2(A) ♦♥ ❛ ✿
ωX et bX sont proportionnels, ✭✷✳✻✮
♦✉
|AX | ≥ 3 et ∂ωX = ∂bX = 0R. ✭✷✳✼✮
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✹✳✷✽ ✿
❈♦♠♠❡ ω ❡t b s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A1, ♦♥ ❛ q✉❡ ω ∧ b ❡st ❞❛♥s A2.
▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❇r✐❡s❦♦r♥ ✷✳✹✳✶✻ ❞♦♥♥❡ ❡♥s✉✐t❡ ✿
✸✸
ω ∧ b = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (ω ∧ b)X = ωX ∧ bX = 0, ♣♦✉r t♦✉t X ∈ L2(A).
❖r ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ X ∈ L2(A) ♦♥ ❛ q✉❡ ωX ∧ bX = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
ωX ❡t bX s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s✱
♦✉
ωX ❡t bX ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s ❡t s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R
1(A).
❊♥✜♥✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✷✼ ♦♥ ❛ q✉❡ ωX ∧ bX = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
ωX ❡t bX s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s✱
♦✉
|AX | ≥ 3 ❡t ∂ωX = ∂bX = 0R.

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s rés✉❧t❛ts à ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s tr❡ss❡sAn ⊂ Cn+1 ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡
✹✳ ❖♥ ♣r❡♥❞r❛ ❛❧♦rsR = Fp ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p, ♦♥ ♣r❡♥❞r❛ ω1 =
∑
H∈An
aH ,
❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ❞û à ❆✳❉✳ ▼❛❝✐♥✐❝ ❡t ❙✳ P❛♣❛❞✐♠❛ ✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✹✳✷✾ ✭❬✷✽❪✮ ❙♦✐❡♥t A ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧✱ p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡✲
♠✐❡r✱ ❡t b =
∑
H∈A
bHaH . ❆❧♦rs ω1 ∧ b = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t X ∈ L2(A)
♦♥ ❛ ✿
∂bX = 0Fp , si p divise |AX |, ✭✷✳✽✮
♦✉
bH = bK , ∀H 6= K ∈ AX , si p ne divise pas |AX |. ✭✷✳✾✮
❉é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ❈♦r♦❧❧❛✐r❡s ✷✳✹✳✷✾ ❡t ✷✳✹✳✷✽ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts
♣♦✉r R = Fp ✿
❉✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✹✳✷✽✱ ω1 ∧ b = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t X ∈ L2(A)
♦♥ ❛ ✭✷✳✻✮ ♦✉ ✭✷✳✼✮✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ X ∈ L2(A). ❚r❛✐t♦♥s ✉♥❡ à ✉♥❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿
✕ ✭✷✳✻✮ ✿ ❖♥ ❛ q✉❡ ω1X ❡t bX s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
bH = bK , ∀H 6= K ∈ AX .
❙✐ ❞❡ ♣❧✉s p ❞✐✈✐s❡ |AX |, ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ∂bX = |AX |bK = 0Fp .
✕ ✭✷✳✼✮ ✿ ❖♥ ❛ q✉❡ p ❞✐✈✐s❡ |AX | s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∂ω1X = 0Fp . ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✿
|AX | ≥ 3, p ❞✐✈✐s❡ |AX |, ❡t ∂bX = 0Fp .
✶✳ ❙✐ AX = {H}, ❛❧♦rs p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s |AX |, ω1X ∧ bX = 0Fp ❡t ✭✷✳✾✮ ❡st ✈ér✐✜é✳
✸✹
✷✳ ❙✐ AX = {H,K}, ❛❧♦rs ω1X ∧ bX = 0Fp s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ bH = bK .
❙✐ p ≥ 3, ❛❧♦rs ✉♥ t❡❧ bX ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✾✮✳
❙✐ p = 2, ❛❧♦rs ∂bX = 2bH = 0Fp ❡t bX ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✽✮✳
✸✳ ❙✐ |AX | ≥ 3, ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞é❥à q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡
ω1X ❡t bX s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s ❡t p ❞✐✈✐s❡ |AX |
s♦♥t ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡
|AX | ≥ 3, p ❞✐✈✐s❡ |AX | ❡t ∂bX = 0Fp .
❆✐♥s✐ ω1X ∧ bX = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✭✷✳✽✮ ♦✉ ✭✷✳✾✮ ❡st ✈ér✐✜é✳
❈❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♣r♦✉✈❡♥t q✉❡ ❧❡s ❈♦r♦❧❧❛✐r❡s ✷✳✹✳✷✽ ❡t ✷✳✹✳✷✾ s♦♥t éq✉✐✈❛✲
❧❡♥ts ♣♦✉r R = Fp.

✷✳✺ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❈❤❡r♥✲❙❝❤✇❛rt③✲▼❛❝P❤❡rs♦♥ ❞✬✉♥
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s
❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧❡r♦♥s s✉r C. ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ ✉♥ ❛rr❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s A′ = {H ′1, ... , H
′
d} ⊂ P
n
C, ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧
A = {H1, ... , Hd} ⊂ Cn+1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❖♥ r❡❣❛r❞❡r❛
d⋃
i=1
H ′i ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❤②✲
♣❡rs✉r❢❛❝❡ ré❞✉✐t❡ ❡t s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞❡ PnC, ❡t ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ❛✉① ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
M(A) = Cn+1\
d⋃
i=1
Hi ❡t M(A
′) = PnC\
d⋃
i=1
H ′i.
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ M(A) ❡st ✉♥❡ C∗✲✜❜r❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ s✉r M(A′), ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡
M(A) ≃ M(A′)× C∗ ,
❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✻✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✶ ❈♦♠♠❡ M(A) ≃ M(A′) × C∗, s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡
❑ü♥♥❡t❤ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
Hq(M(A),C) ≃
⊕
k+l=q
Hk(M(A
′),C)⊗Hl(C
∗,C), ∀q ≥ 0,
P (M(A), t) = P (M(A′), t) · P (C∗, t).
✸✺
❈♦♠♠❡ P (C∗, t) = 1 + t, ♦♥ tr♦✉✈❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✵ ✿
π(A′, t) = π(A, t)/ (1 + t) .
❆✈❡❝ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✾✱ ✸✳ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿
χ(A′, t) = χ(A, t)/(t− 1).
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❈❤❡r♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▼❛❝♣❤❡rs♦♥ ❬✷✾❪✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ c∗ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡s F(X) s✉r
✉♥❡ ✈❛r✐été X ✈❡rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H∗(X) à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z ✭♦✉ ❡♥❝♦r❡
✈❡rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❤♦✇ A∗(X)✮ ✿
c∗ : F(X) → H∗(X)
1X 7→ c∗(X).
❈❡❝✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❈❤❡r♥✲❙❝❤✇❛rt③✲▼❛❝P❤❡rs♦♥ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ X.
❙✐ f : X −→ Y ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣r♦♣r❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❛r✐étés X ❡t Y, ❧❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿
F(X)
c∗ //
f∗
 %%J
JJ
JJ
JJ
JJ
H∗(X)
f∗

F(Y ) c∗
// H∗(Y )
❘❛♣♣❡❧♦♥s ❛✉ss✐ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✱ ❞❡ ❧✬❤♦✲
♠♦❧♦❣✐❡ à ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ✐♥t❡rs❡❝t❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ [X] ❞ès q✉❡
X ❡st ❧✐ss❡ ❡t ❝♦♠♣❛❝t❡ ✿
∩[X] : H∗(X) → H∗(X).
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ X ❡st ❧✐ss❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝❧❛ss❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❈❤❡r♥ ❞✉ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t TX✱
♥♦té❡ c(TX) = c∗(X), ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H∗(X) ❡t ♦♥ ❛ ✿
c∗(X) ∩ [X] = c∗(X) ∈ H∗(X). ✭✷✳✶✵✮
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ à X = PnC.
❙♦✐t Y ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❞❡ PnC. ◆♦t♦♥s i ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ i : Y → P
n
C. ❆✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥s✐❞é✲
r❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥ ❛ ✿
c∗(Y ) ∈ H∗(Y ).
i∗c∗(1Y ) = c∗(i∗1Y ) = c∗(1Y ) ∈ H∗(PnC).
✸✻
❈❡❝✐ ♠♦t✐✈❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✷ ❙♦✐t Y ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❞❡ PnC.
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❈❤❡r♥✲❙❝❤✇❛rt③✲▼❛❝P❤❡rs♦♥ ❞❡ Y, ❡t ♦♥ ♥♦t❡ cSM(Y ), ❧❛
❝❧❛ss❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
cSM(Y ) := c∗(1Y ) ∈ H∗(PnC).
❉✬❛♣rès ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ P✳ ❆❧✉✣ ❬✶❪ ♦♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s
✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳✸ ✭❬✶❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✮ ❙♦✐t A′ ⊂ PnC ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r✲
♣❧❛♥s✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥ ❛ ✿
cSM(M(A
′)) = χ(A′, t+ 1),
♦ù ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❛♥s H∗(PnC) ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
tk ♣❛r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ [PkC] ∈ H2k(P
n
C), k = 0, ... , n.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳✸ ✿
❙♦✐❡♥t x ∈ L(A), ❡t x˙ = x\
⋃
y>x
y. ❖♥ ❛ ❛❧♦rs q✉❡ y =
∑
x≥y
x˙, ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ y˙ =
∑
x⊆y
µL(A)(y, x)x.
❆✐♥s✐ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ L(A) ✈❡rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡s s✉r Cn+1, q✉✐ à ✉♥ x ∈ L(A) ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ 1x, ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✿
1y =
∑
x≥y
1x˙,
1y˙ =
∑
x⊆y
µL(A)(y, x)1x,
1M(A) =
∑
x∈L(A)
µL(A)(x)1x.
❊♥✜♥✱
1M(A′) =
∑
x∈L(A)
µL(A)(x)1x′ ,
✸✼
♦ù x′ ∈ L(A′) ❡st ❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈✐sé ❞❡ x.
❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❡ c∗ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
cSM(M(A
′)) =
∑
x∈L(A)
µL(A)(x)cSM(x
′).
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s cSM(x
′) ♣♦✉r x′ ∈ L(A′).
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ k ∈ {0, ... , n}, ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ PkC ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ n − k
❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ A′ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✿ PkC = Hi1 ∩ · · · ∩Hin−k .
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ∈ L(A) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k + 1 ♦♥ ♣r❡♥❞r❛ x′ = PkC.
P♦s♦♥s ❞♦♥❝ x′ = PkC, ❡t ♥♦t♦♥s i ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ i : P
k
C → P
n
C. ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r
cSM(x
′) := c∗(1x′) ∈ H∗(P
n
C).
❙♦✐t α ∈ H2(PkC) ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❈❤❡r♥ ❬✹✱
♣✳ ✷✽✵❪✱ ♦♥ ❛ q✉❡ c∗(x′) = (1 + α)k+1 ∈ H∗(PkC).
P❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ❝❛♣ ♣r♦❞✉✐t ❛✈❡❝ [PkC] ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ✿
∩[PkC] : H
2k−2l(PkC) → H2l(P
k
C)
αk−l 7→ [PlC].
❖♥ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ✿
cSM(x
′) = (1 + α)k+1 ∩ [PkC] = [P
k
C] +
(
k+1
1
)
[Pk−1C ] + · · ·+
(
k+1
k
)
[P0C] ∈ H∗(P
k
C),
❡t ❝♦♠♠❡ cSM(x
′) = c∗(i∗1x′) = i∗c∗(1x′) ∈ H∗(PnC) ♦♥ ❛ ✿
cSM(x
′) = [PkC] +
(
k+1
1
)
[Pk−1C ] + · · ·+
(
k+1
k
)
[P0C] ∈ H∗(P
n
C).
❖r ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡
[PkC] +
(
k+1
1
)
[Pk−1C ] + · · ·+
(
k+1
k
)
[P0C] = ((1 + α)
k+1αn−k) ∩ [PnC],
❛✈❡❝ (1 + α)k+1αn−k ∈ H∗(PnC).
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✐ ♦♥ é❝r✐t ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
χ(A′, t+ 1) =
∑
akt
k,
❛❧♦rs ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
χ(A′, [P1C] + 1) =
∑
ak[PkC] ❞❛♥s H∗(P
n
C),
αn χ(A′, 1
α
+ 1) =
∑
ak α
n−k ❞❛♥s H∗(PnC).
✸✽
❊♥✜♥✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ❝❛♣ ♣r♦❞✉✐t ❛✈❡❝ [PnC] ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
(αn χ(A′, 1
α
+ 1) ) ∩ [PnC] =
∑
ak [PkC], ♣✉✐s
(αn+1 χ(A, 1
α
+ 1) ) ∩ [PnC] =
∑
ak [PkC],
❝❛r (t− 1)χ(A′, t) = χ(A, t). ❉✬♦ù
(αn+1 χ(A,
1
α
+ 1) ) ∩ [PnC] = χ(A
′, t+ 1), ✭✷✳✶✶✮
♦ù ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♦ù ❧❡s tk s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r [PkC].
❆✐♥s✐✱
cSM(M(A
′)) =
∑
x∈L(A)
µL(A)(x)cSM(x
′),
cSM(M(A
′)) =
∑
x∈L(A)
µL(A)(x)(1 + α)
dimx αn+1−dimx ∩ [PnC],
cSM(M(A
′)) = (αn+1
∑
x∈L(A)
µL(A)(x)(
1
α
+ 1)dimx) ∩ [PnC],
cSM(M(A
′)) = (αn+1χ(A, 1
α
+ 1) ) ∩ [PnC],
❡t ❝❡❝✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✬❛♣rès ✭✷✳✶✶✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✹ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ r❡❧✐❡♥t ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡ ✿
π(A, t) = (−t)n+1χ(A,−1
t
),
❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳✸ ♣❡✉t s❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
cSM(M(A
′)) = (αn+1χ(A, 1
α
+ 1) ) ∩ [PnC],
cSM(M(A
′)) = ( (α + 1)n+1π(A, −α
α+1
) ) ∩ [PnC],
cSM(M(A
′)) = (π(A, −α
α+1
) ∪ c(TPnC)) ∩ [P
n
C],
cSM(M(A
′)) = π(A, −α
α+1
) ∩ c∗(PnC),
❝❛r c(TPnC) ∩ [P
n
C] = c∗(P
n
C) ❛✈❡❝ ✭✷✳✶✵✮✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✺ ✶✳ ❙✐ A′ ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ H ′ ∈ A′ ❞❡ t❡❧❧❡
s♦rt❡ q✉❡ Cn = PnC \H
′. ❖♥ ❛ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s
M(A′) ⊂ Cn = PnC \H
′ ⊂ PnC.
✸✾
❖♥ ❛ q✉❡ TPnC|M(A′) = TM(A
′) → M(A′) ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à M(A′)
❞✉ ✜❜ré TPnC|Cn → C
n q✉✐ ❡st tr✐✈✐❛❧✱ Cn ét❛♥t ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
❧❡ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t TM(A′) → M(A′) ❡st tr✐✈✐❛❧ ❡t ❞♦♥❝ s❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❈❤❡r♥
✉s✉❡❧❧❡ ✈❛✉t ✶✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ♠♦♥tr❡♥t ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s
cSM(M(A
′)) s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❈❤❡r♥ ✉s✉❡❧❧❡s ❞✉ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t✳ ❈❡s
♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❈❤❡r♥✲❙❝❤✇❛rt③✲▼❛❝♣❤❡rs♦♥ ❛♣♣♦rt❡♥t ❞♦♥❝ ❞❛✈❛♥t❛❣❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❈❤❡r♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s✳
✷✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ❡st ❧✐❜r❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ P✳ ❖r❧✐❦ ❡t ❍✳ ❚❡r❛♦✱ ✈♦✐r ❬✸✸✱
❈❤❛♣✐tr❡ ✹❪✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ Ω1Pn
C
(logA) ❞❡s ✶✲❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s à ♣ô❧❡s
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ A ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ A′ ❡st ❧♦❝❛❧❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡✱
❡t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❈❤❡r♥ t♦t❛❧❡ ❞✉ ✜❜ré ❞✉❛❧ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❈❤❡r♥
✲❙❝❤✇❛rt③✲▼❛❝P❤❡rs♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ M(A′). ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳✸ ❡t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞û à ▼✳ ▼✉st❛➭à ❡t ❍✳ ❙❝❤❡♥❝❦ ❬✸✵✱ ❚❤é♦rè♠❡
✺✳✶❪ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❬✶✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶❪ ✿
cSM(M(A
′)) = c∗(Ω1Pn
C
(logA)∨) ∩ [PnC].
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳✻ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✷✳✺✳✸ ❡t ✷✳✸✳✶✶ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✉✐✈❛♥ts✳
✶✳ ❙♦✐t B ⊂ Cn+1 ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❇♦♦❧❡✱ ❛❧♦rs
χ(B, 1
α
+ 1) = ( 1
α
)n+1 ❡t
cSM(M(B
′)) = (αn+1χ(B, 1
α
+ 1) ) ∩ [PnC] = 1 ∩ [P
n
C] = [P
n
C].
✷✳ ❙♦✐t A ⊂ Cn+1 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❣é♥ér✐q✉❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ d ❤②♣❡r♣❧❛♥s✱
d ≤ n+ 1, ❛❧♦rs ✿
χ(A, 1
α
+ 1) = ( 1
α
+ 1)n+1−d( 1
α
)d ❡t
cSM(M(A
′)) = (αn+1χ(A, 1
α
+ 1) ) ∩ [PnC] = (1 + α)
n+1−d ∩ [PnC].
✹✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❋✐❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts
❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s
✸✳✶ ❙②stè♠❡s ❧♦❝❛✉① ❡t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❝♦♥♥✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬✸✻❪✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❜♦r❞❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❧♦❝❛✉① ❞❡ tr♦✐s ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❘❛♣✲
♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s✐ (X,OX) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛♥♥❡❧é ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♠✉♥✐❡ ❞❡ s♦♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ str✉❝t✉r❛❧✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❢❛✐s❝❡❛✉①
❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ OX−♠♦❞✉❧❡ ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ F t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
♦✉✈❡rt U ❞❡ X, F(U) ❡st ✉♥ OX(U)−♠♦❞✉❧❡✱ ❧❡s ✢è❝❤❡s ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ét❛♥t ❧✐✲
♥é❛✐r❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ❙♦✐t A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✭❡♥ ❣é♥ér❛❧ A = Z,Q ♦✉ C✮✳
❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❝♦♥st❛♥t s✉r X ❛ss♦❝✐é à A ❡st ♥♦té AX ,
❡t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡ AX−♠♦❞✉❧❡s ❡st ♥♦té❡ mod(AX).
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ A−s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ s✉r X ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ F ∈ mod(AX) ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt (Ui) ❞❡ X ❡t ❞❡s A−♠♦❞✉❧❡s
Mi t❡❧s q✉❡ F|Ui ≃Mi, ♦ù Mi ❡st ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❝♦♥st❛♥t s✉r Ui ❛ss♦❝✐é à Mi.
❉❡ ♣❧✉s✱ q✉❛♥❞ t♦✉s ❧❡s Mi s♦♥t ❧✐❜r❡s ❞❡ r❛♥❣ r ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ ❡st ❞❡
r❛♥❣ r.
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✸ ▲❡ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t AX ❡st ❛♣♣❡❧é s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ tr✐✈✐❛❧✳
✹✶
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✹ ▲♦rsq✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r
❧❡s Mi ♣❛r ✉♥ ✉♥✐q✉❡ A−♠♦❞✉❧❡ M.
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✺ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ A ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✱ X ❡st ✉♥ ❈❲✲❝♦♠♣❧❡①❡ ✜♥✐✱ ❡t
L ❡st ✉♥ A−s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ s✉r X ❞❡ r❛♥❣ r. ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ✭✈♦✐r ❬✶✹✱ ♣✳ ✹✾❪✮ ✿
r · E(X) =
∑
q≥0
(−1)qdimAH
q(X,L),
♦ù E(X) =
∑
q≥0(−1)
qbq(X) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬❊✉❧❡r ❞❡ X,
❛✈❡❝ bq(X) = dimH
q(X,Q).
❘❛♣♣❡❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✻ ✕ ❙♦✐t f : X → Y ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡s✲
♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✐♠❛❣❡ ❞✐r❡❝t❡ f∗ : mod(AX)→ mod(AY )
❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
(f∗F)(V ) = F(f
−1(V )), ∀F ∈ mod(AX), ∀V ⊂ Y ♦✉✈❡rt✳
❈❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❡st ❝♦✈❛r✐❛♥t✱ ❛❞❞✐t✐❢ ❡t ❡①❛❝t à ❣❛✉❝❤❡✳
✕ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ i❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞ér✐✈é ❞❡ f∗ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r R
if∗ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
∀i ∈ N, ∀F ∈ mod(AX), Rif∗(F) ❡st ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣ré❢❛✐s❝❡❛✉
V 7→ H i(f−1(V ),F).
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✼ ✭■♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✮
❙♦✐t φ : X → Y ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ✈❛r✐étés s✉r ✉♥ ❝♦r♣s A.
❙♦✐t G ✉♥ AY−♠♦❞✉❧❡ ❡t U ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ X. ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
s✉r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (V, s), ♦ù V ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ Y ❝♦♥t❡♥❛♥t φ(U) ❡t s ∈ G(V ), ❡♥
♣♦s❛♥t ✿
(V, s) ∼ (V ′, s′) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s ❡t s′ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r ✉♥ ♦✉✈❡rt V ′′ ❝♦♥t❡♥❛♥t
φ(U) ❡t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s V ∩ V ′.
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ♥♦té φ−10 G(U). ❈❡❝✐
❞é✜♥✐t ✉♥ ♣ré❢❛✐s❝❡❛✉ s✉r X ❡t ♦♥ ♥♦t❡ φ−1(G) ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❛ss♦❝✐é✳
▲♦rsq✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ X ✈ér✐✜❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝✱ sé♣❛ré✱ ❧♦❝❛❧❡✲
♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡✮ ♦♥ s❛✐t✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✶✹❪✱ q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
❞❡s A−s②stè♠❡s ❧♦❝❛✉① s✉r X ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
ρ : π1(X, x0)→ Aut(M),
✹✷
♦ù π1(X, x0) ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ X ❜❛sé ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t x0, ❡t M ❡st ✉♥
A−♠♦❞✉❧❡✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡r❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡ A = C,
X s❡r❛ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ t♦✉t❡s ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❡t ♦♥
♣r❡♥❞r❛ M = Cd. ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❛❜♦r❞❡r ✉♥ s②stè♠❡
❧♦❝❛❧ s✉r X : ✉♥ C−s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ r❛♥❣ d ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
ρ : π1(X, x0)→ Gld(C)
[γ] 7→ ρ([γ]).
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✽ ✕ ❈♦♠♠❡ π1(C∗) = Z, ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ s✉r C∗ ❡st ❝♦♠♣❧è✲
t❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ρ(1), ♦ù 1 = [γ] ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✉ ❧❛❝❡t é❧é♠❡♥t❛✐r❡
t 7→ exp(2iπt), t ∈ [0, 1].
✕ Pr❡♥♦♥s X = Cn+1\
d⋃
j=1
Hj ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r✲
♣❧❛♥s✱ ❧❡s Hj ét❛♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ Hj := {lj = 0}.
❯♥ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ r❛♥❣ 1 s✉r X ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
ρ : π1(X, x0)→ C∗.
❊♥ ❢❛❝t♦r✐s❛♥t ♣❛r ❧✬❛❜é❧✐❛♥✐sé ❞❡ π1(X, x0) ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬❍✉✲
r❡✇✐❝③ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ s✐ X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✱ ❛❧♦rs
Ab(π1(X, x0)) ≃ H1(X,Z), ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
π1(X, x0)
ρ
//
p
&&N
NN
NN
NN
NN
N
C∗
H1(X,Z)
p˜
::uuuuuuuuuu
◆♦✉s s❛✈♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H1(X,Z) = Z[γ1, ... , γd] ❡st
❧❡ Z−♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❧❛❝❡ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s γj t♦✉r♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡
s❡♥s ♣♦s✐t✐❢ ❛✉t♦✉r ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s Hj, ❛♣♣❡❧és ♠ér✐❞✐❡♥s✱ ✈♦✐r ❬✸✸❪✳
❆✐♥s✐✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ r❛♥❣ 1 s✉r X ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡s
✐♠❛❣❡s p˜(γj) = λj ∈ C∗.
❖♥ s❛✐t✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❬✸✽❪✱ q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s
π : E −→ X ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ❞❡ r❛♥❣ d s✉r X ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① E
❞❡ OX−♠♦❞✉❧❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s ❞❡ r❛♥❣ d. ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❡s
s②stè♠❡s ❧♦❝❛✉① ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s s✉r ❧❡s ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✾ ❯♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ∇ s✉r ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧
❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ π : E → X ❡st ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ C−❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ✿
∇ : E → Ω1X ⊗OX E
✹✸
✈ér✐✜❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ ✿
♣♦✉r t♦✉t ♦✉✈❡rt U ❞❡ X, ♣♦✉r t♦✉t❡ s❡❝t✐♦♥ s ∈ Γ(U, E), ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ f ∈ OX(U), ♦♥ ❛ ✿
∇(f · s) = f∇(s) + df ⊗ s ∈ Γ(U,Ω1X ⊗OX E).
■❝✐ Ω1X ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡s 1−❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s✱ ❡t E ❧❡
OX−❢❛✐s❝❡❛✉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ✜❜ré E.
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✵ ❉❡✉① ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ∇ ❡t ∇′ s✉r ✉♥ ✜❜ré E ❞✐❢✲
❢èr❡♥t ♣❛r ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ OX−❧✐♥é❛✐r❡ Ω : E → Ω
1
X ⊗OX E .
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ Ω à ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ∇ ❞♦♥♥❡
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ∇′.
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✶ ❖♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ∇ s✉r ❧❡s s❡❝t✐♦♥s
❞❡ Ω1X ⊗OX E ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿
∇(ω ⊗ s) = dw ⊗ s− ω ∧∇(s).
❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✐ ∇ ◦∇ = ∇2 = 0.
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✶✷ ▲❡ ✜❜ré tr✐✈✐❛❧ ❞❡ r❛♥❣ 1 ❡st ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡
d : OX → Ω
1
X . ❈❡tt❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ ❝❛r d
2 = 0 éq✉✐✈❛✉t à
∂2f
∂zi∂zj
=
∂2f
∂zj∂zi
, ∀ f ∈ OX , ∀i, j,
♦ù ❧❡s zi s♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ X. ❖r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤✇❛r③
❛ss✉r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✵ t♦✉t❡ ❛✉tr❡
❝♦♥♥❡①✐♦♥ ∇ s✉r ❧❡ ✜❜ré tr✐✈✐❛❧ ❞❡ r❛♥❣ 1 s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ∇ = d+Ω, ♦ù Ω ❡st
✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ Ω1X , ❡t ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ∇ ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ dΩ = 0. ❆✐♥s✐✱ Ω ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ [Ω] ❞❛♥s H1(X,C).
❖♥ s❛✐t q✉❡ s✐ ∇′ = d+ Ω′, ❛❧♦rs ❧❡s ✜❜rés à ❝♦♥♥❡①✐♦♥ (OX ,∇) ❡t (OX ,∇
′) s♦♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ [Ω] = [Ω′] ❞❛♥s H1(X,C).
❱♦✐❝✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✸ ✭❈❛✉❝❤②✲❑♦✇❛❧❡✈s❦✐✮
❙♦✐t ∇ : E → Ω1X⊗OX E ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧
E ❞❡ r❛♥❣ d.
✶✳ ▲❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ E∇ = ker∇ ❡st ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t ❞❡ C−❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ r❛♥❣ d, ✐✳❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❝♦♥st❛♥t CdX .
✹✹
✷✳ ▲❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ OX ⊗CX E
∇ ❡st ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ ❞❡ OX−♠♦❞✉❧❡s✱ ❧❛
❝♦♥♥❡①✐♦♥ ∇ s✉r ❝❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ∇(f ⊗ s) = s⊗ df ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡✱ ❡t
(OX ⊗CX E
∇)∇ = E∇.
✸✳ ▲✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧ OX ⊗CX E
∇ → E ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ✜❜rés
à ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ✐♥té❣r❛❜❧❡s✳
❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ r❛♥❣ d s✉r X à
❝♦♥♥❡①✐♦♥s ✐♥té❣r❛❜❧❡s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❧♦❝❛✉① ❞❡ r❛♥❣ d s✉r X.
❙♦✉s ❝❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❧❡ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ L ❡st OX⊗CXL,
❡t ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✐♥té❣r❛❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ker∇ = L.
❘❡t♦✉r♥♦♥s à ♥♦tr❡ ❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✽ ✿
X = Cn+1\
d⋃
j=1
Hj, Hj := {lj = 0}.
▲❡s s②stè♠❡s ❧♦❝❛✉① s✉r X ❞❡ r❛♥❣ 1 s♦♥t ♣❛r❛♠étrés ♣❛r
Hom(π1(X),C
∗) = (C∗)d = H1(X,C∗).
❙♦✐❡♥t ❞♦♥❝ λ = (λ1, ... , λd) ∈ (C∗)d, ❡t Lλ ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ r❛♥❣ 1 s✉r X
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❖♥ s❛✐t✱ ❞✬❛♣rès ✸✳✶✳✶✷✱ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s s✉rOX s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
∇ω : OX → Ω
1
X
u 7→ du+ u⊗ ω
❡t q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ dω = 0.
❆✐♥s✐ ω ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ H1(X,C). ❈❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st
✉♥ C−❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ✶✲❢♦r♠❡s
❢❡r♠é❡s {dlj
lj
}j∈{1,...,d}. ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ ω =
d∑
j=1
αj
dlj
lj
, ❛✈❡❝ (α1, ... , αd) ∈ Cd.
❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ♦♥ ❝❤♦✐s✐t (α1, ... , αd) t❡❧ q✉❡ λj = exp(−2iπαj), ∀j ∈ {1, ... , d}, ♦♥
♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ Lλ = ker∇ω.
◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
exp : H1(X,C) → H1(X,C∗)
ω 7→ ker∇ω.
▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❡①♣❧✐q✉❡ ♥♦tr❡ ✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✹ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ❞❡ 0 ∈ H1(X,C) t❡❧ q✉❡
✹✺
exp : U → exp(U)
❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡
Rqk(A) ⊂ A
1
C(A) = H
1(X,C)
❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐été ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
Vqk(X) = {L ∈ H
1(X,C∗) | dimHq(X,L) ≥ k }.
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ω ∈ Rqk(A), ❛❧♦rs ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ ❛ss♦❝✐é Lλ = ker∇ω ♦♥ ❛ ✿
dimHq(X,Lλ) ≥ k.
P♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✈♦✐r ❬✷✵✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✼❪✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
✈♦✐r ❬✶✾❪✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❛♣♣❡❧❡r ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❝❡♥tr❛❧✱ ❡t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡
s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ q✉❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s✳
❙♦✐❡♥t A = {H1, ... , Hd} ⊂ Cn+1 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❡t A′ ⊂ PnC ❧✬❛rr❛♥✲
❣❡♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❛ss♦❝✐é✳
◆♦t♦♥s M(A) = Cn+1\
d⋃
i=1
Hi ❡t M(A
′) = PnC\
d⋃
i=1
H ′i.
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✻✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧
❞❡ ✈❛r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✿
f : M(A) → M(A′)× C∗.
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬❡♥ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❧❛ ✜❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ p : Cn+1\{0} → PnC ❛✉ ❝♦♠♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ✜❜r❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ p : M(A)→M(A′).
P♦✉r a ∈M(A), ♥♦t♦♥s a′ = p(a). ▲❛ ✜❜r❛t✐♦♥ p ✐♥❞✉✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿
p# : π1(M(A), a)→ π1(M(A
′), a′).
❖♥ ♥♦t❡ γ1, ... , γd ❧❡s ❧❛❝❡ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛✉t♦✉r ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ A. ❈❡ s♦♥t ❞❡s
❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ π1(M(A), a), ❡t γ
′
1 = p#γ1, ... , γ
′
d = p#γd s♦♥t ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡
π1(M(A
′), a′).
❙♦✐t L ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ r❛♥❣ ✶ s✉r M(A) ❛ss♦❝✐é à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✿
ρ : π1(M(A), a)→ C∗
γi 7→ ai.
✹✻
❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ t♦t❛❧❡ T (L) ∈ C∗ ♣❛r ❧❡
♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡s ai, i ∈ {1, ... , d}. ❖♥ ❛✐♠❡r❛✐t ❞é✜♥✐r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✿
ρ′ : π1(M(A
′), a′)→ C∗
γ′i 7→ ai.
❖♥ ❛ q✉❡ H1(M(A
′),Z) = H1(M(A),Z)/ < γ′1+ · · ·+γ
′
d > . ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✈ér✐✜é❡
♣❛r ❧❡s ❧❛❝❡ts γ′i ❞❛♥s H1(M(A
′),Z) :
γ′1 + · · ·+ γ
′
d = 0,
s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ρ′(γ′1 + · · ·+ γ
′
d) = ρ
′(γ1) · · · ρ
′(γd) = a1 · · · ad = 1.
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ T (L) = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρ′,
❡t ❞♦♥❝ ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ L′ = p∗(L) ❞❡ r❛♥❣ ✶ s✉r M(A
′).
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✺ ✭Pr♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❡①tér✐❡✉r✮
❙♦✐❡♥t X ❡t Y ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ A ✉♥ ❝♦r♣s✳
❙♦✐❡♥t LX ∈ mod(AX), LY ∈ mod(AY ).
❙♦✐❡♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ p1 : X × Y → X ❡t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ p2 : X × Y → Y.
❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❡①tér✐❡✉r ⊠ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
LX ⊠ LY = p
−1
1 LX ⊗ p
−1
2 LY .
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✻ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ T (L) = 1. ❆❧♦rs ✈✐❛ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧
f : M(A) → M(A′) × C∗, ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ L ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧
❡①tér✐❡✉r L′ ⊠ CC∗ . ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛ ✿
H∗(M(A),L) ≃ H∗(M(A′),L′)⊗H∗(C∗,C).
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑ü♥♥❡t❤✱
✈♦✐r ❬✶✹✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✹❪ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ ✿
H∗(M(A′)× C∗,L′ ⊠ CC∗) ≃ H∗(M(A′),L′)⊗H∗(C∗,C).
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✶✼ ❙♦✐t L ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ r❛♥❣ ✶ s✉r M(A). ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ✿
✶✳ ❙♦✐t T (L) 6= 1, ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s H∗(M(A),L) = 0,
✷✳ ❙♦✐t T (L) = 1, ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
dimHq(M(A),L) = dimHq(M(A′),L′) + dimHq−1(M(A′),L′), ∀q ≥ 0.
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ L′ ❡st ♥♦♥ rés♦♥❛♥t ✭✐✳❡✳ Hq(M(A′),L′) = 0, ∀ q 6= n✮✱
❛❧♦rs
Hq(M(A),L) = 0, ∀ q /∈ {n, n+ 1}.
✹✼
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✶✼ ✿
✶✳ ❙✐ T (L) 6= 1, ❛❧♦rs T (L) ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ✶ ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✳
❆✈❡❝ ❬✶✹✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✹✳✹❪ ♦♥ ❛ ✿
dimHq(M(A),L) ≤ bq(M(A)) d(L, 1),
♦ù d(L, 1) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❧♦❝s ❞❡ ❏♦r❞❛♥ ❛②❛♥t ✶ ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ t♦t❛❧❡ T (L), ❡t bq(M(A)) ❡st ❧❡ q ❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❇❡tt✐ ❞❡ M(A).
✷✳ ❙✐ T (L) = 1, ❛❧♦rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✻ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
Hq(M(A),L) =
⊕
k+l=q
Hk(M(A′),L′)⊗H l(C∗,C),
Hq(M(A),L) = Hq(M(A′),L′)⊗H0(C∗,C)⊕Hq−1(M(A′),L′)⊗H1(C∗,C).
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿
dimHq(M(A),L) = dimHq(M(A′),L′) + dimHq−1(M(A′),L′).

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✶✽ ▲❡ ❝❛s T (L) 6= 1 ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✶✼ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
❝❛s ∂ω 6= 0 ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✺ ✈✐❛ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳
✸✳✷ ❋✐❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s
❙♦✐t A = {H1, ... , Hd} ⊂ Cn+1 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♥st✐t✉é
❞❡ d ❤②♣❡r♣❧❛♥s Hi := {li = 0}. ❙♦✐t M(A) s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s Cn+1 q✉✐ ❡st
✉♥❡ ✈❛r✐été ❛✣♥❡ ❧✐ss❡✱ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n+ 1.
◆♦t♦♥s A′ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❛ss♦❝✐é ❡t M(A′) s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s PnC.
❈❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛✣♥❡ ❧✐ss❡ ❞ès q✉❡ A 6= ∅.
❙♦✐t ❧❛ ✜❜r❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ p : M(A) → M(A′). ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡
♦♥ ♣r❡♥❞r❛ a ∈M(A) ❡t ♦♥ ♥♦t❡r❛ a′ = p(a) ∈M(A′).
❙♦✐t p# : π1(M(A), a)→ π1(M(A
′), a′) ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r p.
◆♦t♦♥s γ1, ... , γd ❧❡s ❧❛❝❡ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛✉t♦✉r ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ A ❣é♥ér❛t❡✉rs
❞❡ π1(M(A), a), ❡t γ
′
1 = p#γ1, ... , γ
′
d = p#γd ❝❡✉① ❞❡ π1(M(A
′), a′).
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✶ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❑ü♥♥❡t❤ ♣♦✉r ❧❛ ✜❜r❛t✐♦♥ p ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s s✉✐✈❛♥t ✿
H∗(M(A),C) ≃ H∗(M(A′),C)⊗H∗(C∗,C).
✹✽
❙♦✐t fA : Cn+1 → C ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré d q✉✐ ❞é✜♥✐t A :
fA(x) = l1(x) · · · ld(x).
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞❡ A s✉r C ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❛✣♥❡ ❧✐ss❡
FA = {x ∈ Cn+1 | fA(x) = 1}.
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✜❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❛ss♦❝✐é❡ à A ❧❛ ✜❜r❛t✐♦♥
fA : M(A)→ C∗.
❈✬❡st ✉♥❡ ✜❜r❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ t♦t❛❧ M(A) ❡t ❞❡ ✜❜r❡ FA.
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✸ ❙✐ B ⊂ Cn+1 ❡st ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❇♦♦❧❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿
FB = {(x0, ... , xn) ∈ Cn+1 | x0 · · · xn = 1}
= {((x1 · · · xn)
−1, x1, ... , xn) ∈ Cn+1} ≃ (C∗)n.
❯♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❡st
q✉❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ M(A) ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡
tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ L(A) ❞❡ ♣❛r ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✷✳✹✳✶✾✱ q✉✐ ❝♦❞✐✜❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✲
t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r FA. ■❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♦✉✲
✈❡rt❡✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r H1(FA,C), ♠ê♠❡ s✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❣rès ♦♥ été ❢❛✐ts ✭✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❆✳ ▼❛❝✐♥✐❝ ❡t ❙✳ P❛♣❛❞✐♠❛ ❬✷✽❪ ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐ ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ❝❡✉① ❞❡
❙✳ ❙❡tt❡♣❛♥❡❧❧❛ ❬✹✶✱ ✹✵❪ ♣♦✉r ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s tr❡ss❡s r❛♣♣❡❧és é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ▼✳ ❨♦s❤✐♥❛❣❛ ♣♦✉r ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts
ré❡❧s ❬✹✺✱ ✹✻❪✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t❡♥t❡r ❞✬❡①❤✐❜❡r ❞❡s ❝❛s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st
❛✣r♠❛t✐✈❡✳
❙♦✐t λ = exp(2iπ/d). ❙✐ ♦♥ ♣♦s❡ λt = exp(2iπt/d) ♣♦✉r t ∈ [0, 1], ❛❧♦rs ♦♥ ❛
fA(λtx) = λt
dfA(x), ∀x ∈ Cn+1.
❆✐♥s✐ ❧✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡
h : FA → FA
x 7→ λx
❡st ✉♥❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ▼✐❧♥♦r✳
❈❡t ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❞✉✐t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
hq : Hq(FA,C)→ Hq(FA,C), ∀q ∈ Z,
✹✾
❡t ❝♦♠♠❡ (hq)d = IdHq(FA,C), ∀q ∈ Z, ❝❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s s♦♥t t♦✉s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡s
❛✈❡❝ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❛♥s µd = {λ
k, 0 ≤ k ≤ d− 1}.
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✹ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ < h > ❞✬♦r❞r❡ d ❛❣✐ss❛♥t ❧✐❜r❡♠❡♥t s✉r ❧❛
✜❜r❡ FA, ♦♥ ❛ q✉❡
FA/ < h >≃ M(A
′).
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ E(FA) = d · E(M(A
′)).
◆♦t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥tHq(FA)λk = ker(h
q−λkId) ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡Hq(FA,C)
❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λk. ❖♥ ❛ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Hq(FA,C) =
d−1⊕
k=0
Hq(FA)λk .
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ p : FA → FA/ < h >≃ M(A
′), ❡t ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉
L′ = p∗CFA . ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ s✉✐t❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ▲❡r❛② ♣♦✉r ❧❛ ✜❜r❛t✐♦♥
p : FA →M(A
′) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
Eq,i2 : H
q(M(A′),Rip∗CFA)⇒ H
q+i(FA,CFA).
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Eq,i2 = 0 ♣♦✉r i 6= 0, ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
Hq(FA,C) = Hq(FA,CFA) = H
q(M(A′),R0p∗CFA).
❖r R0p∗CFA ❡st ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣ré❢❛✐s❝❡❛✉
V 7→ H0(p−1(V ),CFA), ∀V ∈M(A
′).
❈❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ r❛♥❣ d s✉r M(A′), ❡t ❞❡ ✜❜r❡ ❡♥ a′ ∈M(A′) :
(R0p∗CFA)a′ = H
0(p−1(a′),CFA),
♦ù p−1(a′) = (a, λa, ... , λd−1a).
▲❡s ✜❜r❡s ❞❡ p ét❛♥t ✜♥✐❡s✱ ♦♥ ❛ q✉❡R0p∗CFA = p∗CFA = L
′, ❝❛rRip∗ = 0, ∀i > 0.
❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ FA ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦✲
❧♦❣✐❡ ❞❡ M(A′) à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s L′✳
❙♦✐t T ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝②❝❧✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ d ❞❡ GL(Cd) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
T (e1) = e2, ... , T (ed) = e1,
♦ù (e1, ... , ed) ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ Cd. ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ L′ ❛
♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✿
✺✵
ρ′ : π1(M(A
′), a′)→ GL(Cd)
γ′i 7→ T.
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ π1(M(A
′), a′) s✉r ❧❛ ✜❜r❡ p−1(a′) ❡st
γ′i · (a, λa, ... , λ
d−1a) = (λa, ... , λd−1a, a).
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ p : FA → FA / < h >≃ M(A
′) ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❡t ♦♥ ❛
q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ π1(M(A
′), a′) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à < h > .
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ H0(p−1(a′),CFA) = H
0(p−1(a′),C) ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r p−1(a′) à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s C. ◆♦t♦♥s [x] ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ : p−1(a′)→ C
t❡❧❧❡ q✉❡
φ(x) = 1 ❡t φ(y) = 0, ∀y ∈ p−1(a′), y 6= x.
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿
[a] 7→ e1, [λa] 7→ e2, ... , [λ
d−1a] 7→ ed
♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r H0(p−1(a′),CFA) à C
d. ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❣é♥ér❛t❡✉r γ′i ∈ π1(M(A
′), a′) s✉r ❧❛ ✜❜r❡ ❡♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ T, ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ρ′(γ′i) = T. ❈♦♠♠❡ T ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡ ❛✈❡❝
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s 1, λ, ... , λd−1, ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρ′ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡
ρ′ =
d−1⊕
k=0
ρ′λk ,
♦ù ❧❡s ρ′
λk
s♦♥t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿
ρ′
λk
: π1(M(A
′), a′)→ C∗
γ′i 7→ λ
k.
❊♥✜♥✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ L′
λk
❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ r❛♥❣ 1 s✉r M(A′) ❛ss♦❝✐é à ρ′
λk
♦♥ ❛ ✿
L′ =
d−1⊕
k=0
L′λk , ❡t
H∗(FA,C) = H∗(M(A′),
d−1⊕
k=0
L′λk) =
d−1⊕
k=0
H∗(M(A′),L′λk).
◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ Hq(FA,C) = Hq(M(A′),L′). ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✭q✉✐ ❛❣✐t s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ L′ ✮
h∗ : Hq(M(A′),L′)→ Hq(M(A′),L′).
❖r ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h r❡str❡✐♥t❡ à ❧❛ ✜❜r❡ p−1(a′) ♣❡r♠✉t❡ ❝②❝❧✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ✿
✺✶
h((a, λa, ... , λd−1a)) = (λa, ... , λd−1a, a).
❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ♣❛ss❡ à ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✈✐❛ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ H0(p−1(a′),CFA) ≃ C
d
❝♦♠♠❡ ✈✉ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ h∗ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ T.
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ❡♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λk ❡st
Hq(FA)λk = H
q(M(A′),F ′
λk
),
♦ù F ′
λk
❡st ❧❡ s♦✉s✲❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ L′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ker(h∗ − λkId).
❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ h∗ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛✐t à ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ T, ♦♥
❛ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ F ′
λk
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à L′
λk
. ❈❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♠è♥❡♥t
❛✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❆✳ ❉✐♠❝❛ ❬✶✹✱ ♣✳ ✷✶✶❪✱ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡s
s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ FA ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
t♦r❞✉❡ ❞❡ M(A′).
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✺ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ❛ q✉❡ ✿
Hq(FA)λk ≃ H
q(M(A′),L′
λk
), ∀ 0 ≤ k ≤ d− 1.
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✻ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρ′1 ét❛♥t tr✐✈✐❛❧❡ ♦♥ ❛ ✿
Hq(FA)1 = H
q(M(A′),L′1) = H
q(M(A′),C), ∀q.
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✼ ❙✉♣♣♦s♦♥s n = 1. ▲❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ét❛♥t ✐s♦❧é❡s ❞❛♥s C2 ♦♥
❛ ❛✈❡❝ ❬✶✹✱ ❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✹✳✶✶❪ ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s s✉✐✈❛♥ts ✭❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❧❡
tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ A✮ ✿
H0(FA,C) = H
0(FA)1 ≃ C,
H1(FA)1 ≃ C
d−1, H1(FA)λk ≃ C
d−2, ∀λk 6= 1.
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ H1(FA,C) ≃ C(d−1)
2
.
❙✐ n ≥ 3, ❧❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✐s♦❧é❡s ❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥❝❧✉r❡✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ q✉✬✐❧ ② ❛ ❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s
s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h∗ s❡❧♦♥ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r é♥♦♥❝❡r ✉♥ ❛✉tr❡ t❤é♦rè♠❡✱ ❞û à ❚✳ ❑♦❤♥♦✱ ❡t ❝✐té ❞✬✉♥❡
❢❛ç♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❉✳ ❈♦❤❡♥ ❡t ❆✳ ❙✉❝✐✉ ❬✶✶✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶❪ ✿ ♦♥
♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑♦❤♥♦ à ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ⊂ Cn+1 s✬✐❧ ❡st ❝❡♥tr❛❧
❡t ❡ss❡♥t✐❡❧✳
✺✷
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✽ ✭❬✷✸❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✮ ❙♦✐❡♥t A′ ⊂ PnC ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r✲
♣❧❛♥s✱ ❡t ρ′ : π1(M(A
′), a′)→ C∗ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❛♥❣ 1 ✈ér✐✜❛♥t ✿
✶✳ P♦✉r t♦✉t ❧❛❝❡t é❧é♠❡♥t❛✐r❡ γ′i ∈ π1(M(A
′), a′), ♦♥ ❛ ρ′(γ′i) 6= 1.
✷✳ P♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❛rr❛♥❣❡♠❡♥t {H ′i1 , ... , H
′
ir} t❡❧ q✉❡ codim(H
′
i1
∩· · ·∩H ′ir) < r,
❡t H ′i1 ∩ · · · ∩H
′
ir 6= ∅, ♦♥ ❛
r∏
j=1
ρ′(γ′ij) 6= 1.
❆❧♦rs s✐ L′ ❡st ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρ′, ♦♥ ❛ q✉❡
Hq(M(A′),L′) = 0, s✐ q 6= n, ❡t dimHn(M(A′),L′) = (−1)nE(M(A′)).
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ A ❡st ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ Cn+1. ❙✐ A ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧✱ ♦♥
♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡ss❛②❡r ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑♦❤♥♦ à ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐❢
❛ss♦❝✐é A′ ⊂ PnC ❡t ❛✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ρ
′
λk
❞❡ r❛♥❣ 1 ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✺✳
❙✐ λk ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ d❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ q✉❡ ρ′
λk
(γ′i) = λ
k 6= 1, ♣♦✉r
t♦✉t ❧❛❝❡t é❧é♠❡♥t❛✐r❡ γ′i ∈ π1(M(A
′)). ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ A′
❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t N ❤②♣❡r♣❧❛♥s ♦♥ ❛ N < d, ❞♦♥❝ λkN 6= 1. ❖♥
❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✾ ✭❬✶✶❪✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✮ ❙♦✐t A ⊂ Cn+1 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②✲
♣❡r♣❧❛♥s ❝❡♥tr❛❧ ❡t ❡ss❡♥t✐❡❧ t❡❧ q✉❡ |A| = d. ❙✐ λk ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ d❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡
❧✬✉♥✐té✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿
Hq(FA)λk ≃ H
q(M(A′),L′
λk
) = 0, s✐ q 6= n, ❡t
bn(FA)λk = dimH
n(FA)λk = (−1)
nE(M(A′)).
❈♦♠♠❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t d ♣r❡♠✐❡r✱ ❛❧♦rs λk ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ d❡ ♣r✐✲
♠✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ k ≤ d− 1. ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✾ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ k ≤ d− 1 ♦♥ ❛ ✿
Hq(FA)λk = 0, s✐ q 6= n, ❡t bn(FA)λk = (−1)
nE(M(A′)).
▲✬❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✻ ❞♦♥♥❡ ✿
Hq(FA)1 = H
q(M(A′),C), ∀q.
❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ Hq(FA,C) =
d−1⊕
k=0
Hq(FA)λk , ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡
❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✶✵ ✭❬✶✶❪✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✸✮ ❙♦✐t A ⊂ Cn+1 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②✲
♣❡r♣❧❛♥s ❝❡♥tr❛❧ ❡t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❛✈❡❝ |A| = d. ❙✐ d ❡st ♣r❡♠✐❡r✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r 1 ≤ k ≤ d−1
♦♥ ❛ ✿
✺✸
bq(FA)λk = 0, s✐ q 6= n, ❡t bn(FA)λk = (−1)
nE(M(A′)).
❉❡ ♣❧✉s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r FA ✈ér✐✜❡♥t ✿
bq(FA) = bq(M(A
′)), s✐ q 6= n, ❡t
bn(FA) = bn(M(A
′)) + (d− 1)(−1)nE(M(A′)).
◆♦t♦♥s VA ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ A. ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ VA ❡st ❞❡ ❝♦❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ r < n + 1. ❆❧♦rs VA 6= 0 ❡t A ♥✬❡st ♣❛s ❡ss❡♥t✐❡❧ ❀ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s
❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑♦❤♥♦ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ A = {H1, ... , Hd}, ♦♥
♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ H ′d := {zn+1 = 0} ❡st ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ à ❧✬✐♥✜♥✐✳
❙♦✐t B ⊂ Cn ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✣♥❡ ♦❜t❡♥✉ ❞❡ ♣❛r ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ PnC\H
′
d ≃ C
n.
❙♦✐❡♥t L′ ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ r❛♥❣ ✶ s✉r M(A′), ❡t L˜ ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ s✉r M(B)
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs Hq(M(A′),L′) ≃ Hq(M(B), L˜), ❡t s✐ ♦♥ ✈❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r
❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑♦❤♥♦ ❬✷✸✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶❪ à ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✣♥❡ B, ♦♥ ❛ q✉❡ ❧❛
❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✐♥té❣r❛❜❧❡ Ω ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ L˜ ♥✬❡st ♣❛s ❣é♥ér✐q✉❡ ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt ❛✉① ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ A s✐ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r
❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑♦❤♥♦✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ❡ss❡♥t✐❡❧✳
✕ ❙✐ ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ A s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❛❧♦rs d = r ❡t ♦♥
♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s x1, ..., xd t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
H1 := {x1 = 0}, ... , Hd := {xd = 0}.
❉❡ ♣❧✉s✱ codimH ′i1∩· · ·∩H
′
iv = v, ∀ {H
′
i1
, ... , H ′iv} ⊂ A
′. ❆✐♥s✐ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✽ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s s✐ ρ′(γ′i) 6= 1, ∀i.
✕ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ A ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
❈♦♠♠❡ VA ❡st ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ r, ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r r < d ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❧✐♥é❛✐r❡✲
♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts Hi1 , ... , Hir ❞❡ A t❡❧s q✉❡ VA = Hi1 ∩ · · · ∩Hir .
◆♦t♦♥s lij ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ Hij :
Hij := {lij = 0}.
◆♦t♦♥s V ′A = P(VA). ❙♦✐❡♥t
q : PnC\V
′
A → P
r−1
C
x 7→ (li1(x) : · · · : lir(x))
❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡✱ ❡t A˜′ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ Pr−1C
♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ A′, ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
M(A˜′) ⊂ Pr−1C . ❆❧♦rs q ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ✜❜r❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧❡
q : M(A′) → M(A˜′),
❞❡ ✜❜r❡ Pn−r+1C \V
′
A ✐s♦♠♦r♣❤❡ à C
n−r+1. ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ✜❜r❛t✐♦♥ ❡st
♠ê♠❡ tr✐✈✐❛❧❡✱ ❞♦♥❝ q✉✬♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ✈❛r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✿
M(A′) ≃M(A˜′)× Cn−r+1.
❙♦✐t z1, ... , zn+1 ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ Cn+1 t❡❧ q✉❡ ✿
z1 = li1 , ... , zr = lir .
✺✹
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
Cn+1 = VA ⊕ E,
❛✈❡❝ VA = {(0, ... , 0, zr+1, ... zn+1)}, ❡t E = {(z1, ... , zr, 0, ..., 0)}.
❉❡ ♣❧✉s✱ M(A′) ⊂ { (z1 : · · · : zr : zr+1 : · · · : zn+1) | z1 6= 0, ... , zr 6= 0 }
❡t M(A˜′) ⊂ { (z1 : · · · : zr) | z1 6= 0, ... , zr 6= 0 } ⊂ P
r−1
C .
❙♦✐❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥tH ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ A˜′, ❡t lH =
r∑
i=1
aizi ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t H. ❙♦✐❡♥t ❛❧♦rs α, β ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿
α : M(A′) −→ M(A˜′)× Cn−r+1,
α
(
(z1 : · · · : zn+1)
)
=
(
(z1 : · · · : zr) ,
1
lH((z1:···:zr))
(zr+1, ... , zn+1)
)
.
β : M(A˜′)× Cn−r+1 −→ M(A′)
β
( (
(z1 : · · · : zr) , (x1, ... , xn−r+1)
) )
= (z1 : · · · : zr : lH((z1 : · · · : zr))x1 : · · · : lH((z1 : · · · : zr))xn−r+1).
❖♥ ❛ q✉❡ α ❡t β s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s ❡t ✈ér✐✜❡♥t ✿ α ◦ β = Id, β ◦ α = Id.
◆♦t♦♥s L˜′ ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ r❛♥❣ ✶ s✉r M(A˜′) ✐♥❞✉✐t ♣❛r L′ :
L˜′ = q∗(L
′).
❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡
α∗L
′ = L˜′ ⊠ CCn−r+1 ,
❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❑ü♥♥❡t❤ ❬✶✹✱ ♣✳ ✶✶✼❪ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
H∗(M(A′),L′) = H∗(M(A˜′), L˜′)⊗H∗(Cn−r+1,CCn−r+1),
H∗(M(A′),L′) = H∗(M(A˜′), L˜′).
❊♥✜♥✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✶✼ ♦♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✶ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥ ❛ ✿
H∗(M(A′),L′) = H∗(M(A˜′), L˜′).
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ L˜′ ❡st ♥♦♥ rés♦♥❛♥t ❛❧♦rs
Hq(M(A′),L′) = 0, ∀ q 6= r − 1, ❡t
Hq(M(A), p−1L′) = 0, ∀ q /∈ {r − 1, r},
♦ù p ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✜❜r❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ p : M(A)→M(A′).
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✶✷ ❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑♦❤♥♦ à ❧✬❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t ❛✣♥❡ A˜ ⊂ Cr ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐❢ A˜′ ⊂ PrC q✉✐ ❡st ❡ss❡♥✲
t✐❡❧✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑♦❤♥♦✳
❙♦✐t B′ ⊂ PnC ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ♣r♦❥❡❝t✐❢✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❛rêt❡ ❞❡ B′ t♦✉t❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ B′.
❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥❡ ❛rêt❡ X ❡st ❞❡♥s❡ s✐ ❧❡ s♦✉s✲❛rr❛♥❣❡♠❡♥t B′X ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❤②♣❡r✲
♣❧❛♥s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t X ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ QX ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡
✺✺
❤♦♠♦❣è♥❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ B′X , ❛❧♦rs ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝❤♦✐s✐r
❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s x s✉r Cn+1 t❡❧❧❡s q✉❡
QX(x1, ... , xn+1) = QX1(x1, ... , xu)QX2(xu+1, ... , xn+1),
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ 1 ≤ u ≤ n, ❡t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥ts R1 ❡t R2.
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✶✸ ❙♦✐t B′ ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ P2C. ❙♦✐t O ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té
m ❞❡ ❝❡t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ q✉❡ O ❡st ❞❡♥s❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ m ≥ 3.
◆♦t♦♥s D(B′) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡♥s❡s ❞❡ B′. ▲❡s rés✉❧t❛ts é♥♦♥❝és ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ❡♥ é❝r✐✈❛♥t M(B′) ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r
à ❝r♦✐s❡♠❡♥ts ♥♦r♠❛✉① ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐été ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✉♥✐♦♥
❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ B′, q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ N, ❡st ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ PnC q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs
à ❝r♦✐s❡♠❡♥ts ♥♦r♠❛✉①✳
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✶✹ ❘❡♣r❡♥♦♥s ♥♦tr❡ ❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✶✸✳
❙✐ m ≥ 3, ❛❧♦rs ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ O ♦♥ ❛ q✉❡ N ♥✬❡st ♣❛s à ❝r♦✐s❡♠❡♥ts
♥♦r♠❛✉①✳ ❖♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ é❝❧❛t❡r ❧❡ ♣♦✐♥t O, ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à tr♦✐s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❛♣rès ❞❡s ét❛♣❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à é❝❧❛t❡r ❧❡s
❛rêt❡s ❞❡♥s❡s ❞❡ B′ ❡t q✉✐ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❆✳ ❉✐♠❝❛ ❬✶✹✱ ♣✳ ✷✶✽✲✷✶✾❪✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ r : Z → PnC. ❖♥ ❛ ❛❧♦rs q✉❡ D = r
−1(N) ❡st ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r
à ❝r♦✐s❡♠❡♥ts ♥♦r♠❛✉① ❞❡ Z, ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❧✐ss❡sDX ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉① ❛rêt❡s ❞❡♥s❡s X ∈ D(B′), ❡t t❡❧ q✉❡ Z\D ≃M(B′).
❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t L′ ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ r❛♥❣ r s✉r ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ M(B′),
❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✿
ρ′ : π1(M(B
′)), b′)→ GLr(C).
❆ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ DX ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥
TX ∈ GLr(C) ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ L′ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥
❧❛❝❡t γ′X t♦✉r♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♣♦s✐t✐❢ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ DX .
❙♦✐❡♥t γ′i ❧❡s ❧❛❝❡ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s t♦✉r♥❛♥t ❛✉t♦✉r ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s H
′
i ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t B′. ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿
TX = ρ
′(γ′i1) · · · ρ
′(γ′iv), si X = H
′
i1
∩ · · · ∩H ′iv . ✭✸✳✶✮
▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑♦❤♥♦✱ ✈♦✐r ❬✶✵✱ ✷✺❪✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✺ ✭❬✶✹❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✹✳✶✽✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❤②♣❡r✲
♣❧❛♥ H ′ ∈ B′ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rêt❡ ❞❡♥s❡ X ∈ D(B′), ❛✈❡❝ X ⊂ H ′, ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ TX ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s 1 ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✳ ❆❧♦rs
✺✻
Hq(M(B′),L′) = 0, ∀ q 6= n.
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❩❛r✐s❦✐✲▲❡❢s❝❤❡t③ ❛✣♥❡✱ ✈♦✐r ❬✶✺✱ ♣✳ ✷✺❪✱ ❡t ❡♥ ✐♥✲
t❡rs❡❝t❛♥t ❛✈❡❝ ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✶✻ ✭❬✶✹❪✱ ❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✹✳✷✵✳✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❤②♣❡r✲
♣❧❛♥ H ′ ∈ B′ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rêt❡ ❞❡♥s❡ X ∈ D(B′), ❛✈❡❝ X ⊂ H ′
❡t codimX ≤ c , ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ TX ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s 1 ❝♦♠♠❡
✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✳ ❆❧♦rs
Hq(M(B′),L′) = 0, ∀ 0 ≤ q < c.
◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡s rés✉❧t❛ts ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦✲
rè♠❡ ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥✳
✸✳✸ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❩❡t❛ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡
❙♦✐t A ⊂ Cn+1 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ d ❤②♣❡r♣❧❛♥s✱
❞❡ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r FA. ❙♦✐t λ = exp(2iπ/d). ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ❞❡ ❧❛
✜❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ▼✐❧♥♦r
h : FA → FA
x 7→ λx,
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐♥❞✉✐ts s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
hq : Hq(FA,C)→ Hq(FA,C),
q✉✐ s♦♥t ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❛♥s µd = {λ
k, 0 ≤ k ≤ d− 1}.
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ✭❋♦♥❝t✐♦♥ ❩❡t❛ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡✮
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❩❡t❛ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
Z(h)(t) =
∏
q≥0
∆q(t)(−1)
q
,
♦ù ❧❡s ∆q(t) = det(t · IdHq(FA,C) − h
q) s♦♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r ❞❡ ❧✬❤②✲
♣❡rs✉r❢❛❝❡ ∪H′∈A′H
′ ⊂ PnC.
✺✼
❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ α(λk)q = dimH
q(FA)λk ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ
k ∈ µd ❞❡
hq, ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
∆q(t) =
d−1∏
k=0
(t− λk)α(λ
k)q ,
❞✬♦ù
Z(h)(t) =
d−1∏
k=0
(t− λk)
∑
q≥0(−1)
qα(λk)q .
▲❡s s②stè♠❡s ❧♦❝❛✉① L′
λk
ét❛♥t ❞❡ r❛♥❣ ✶✱ ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✺ ❞♦♥♥❡ ✿
E(M(A′)) =
∑
q≥0(−1)
qdimHq(M(A′),L′
λk
) =
∑
q≥0(−1)
qα(λk)q. ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥
❛ ✿
Z(h)(t) =
d−1∏
k=0
(t− λk)E(M(A
′)) = (td − 1)E(M(A
′)), ✭✸✳✷✮
♦ù E(M(A′)) =
∑
X∈Lq(A′)
µL(A′)(X) ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥✲
t❡rs❡❝t✐♦♥ L(A′) ❛✈❡❝ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✵✳
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✸✳✷ ❙♦✐t A ⊂ C3 ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞é✜♥✐ ♣❛r
xyz(x− y)(x− z)(y − z) = 0.
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t {z = 0} ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ à ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❛♥s P2C, ♦♥ ♣❡✉t r❡❣❛r❞❡r A
′ ❝♦♠♠❡
❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✣♥❡ B = {H1, H2, H3, H4, H5} ❞❡ C2, ❛✈❡❝ H1 := {x = 0},
H2 := {y = 0}, H3 := {x− y = 0}, H4 := {x− 1 = 0}, ❡t H5 := {y− 1 = 0}. ❆✈❡❝
✷✳✸✳✶✷ ♦♥ tr♦✉✈❡
E(M(A′)) = E(M(B)) = 2,
❞✬♦ù✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✸✳✷✮ ✿
Z(h)(t) = (t6 − 1)2.
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❩❡t❛ ét❛♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
Z(h)(t) =
∆0(t) ·∆2(t)
∆1(t)
,
♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ∆2(t) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ∆0(t) ❡t ❞❡ ∆1(t). ❈♦♠♠❡ h0 = IdH0(FA,C)
✭❝❛r H0(FA,C) ≃ C ❡st ❝♦♥♥❡①❡✮✱ ♦♥ ❛ ∆0(t) = (t− 1) ❡t
∆2(t) =
∆1(t) ·
∏5
k=0(t− λ
k)2
(t− 1)
.
✺✽
❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ q✉❡ H1(FA,C) = H1(FA)1 ⊕H1(FA)λ ⊕H1(FA)λ2 ,
❛✈❡❝ H1(FA)1 ≃ C5, ❡t H1(FA)λ ≃ H1(FA)λ2 ≃ C.
❆✐♥s✐ ∆1(t) = (t− 1)5(t− λ)(t− λ2) ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
∆2(t) = (t− 1)6(t− λ)3(t− λ2)3(t− λ3)2(t− λ4)2(t− λ5)2.
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ H2(FA)1 ≃ C6,
H2(FA)λ3 ≃ H
2(FA)λ4 ≃ H
2(FA)λ5 ≃ C2, ❡t H2(FA)λ ≃ H2(FA)λ2 ≃ C3.
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ s✐ A ⊂ Cn+1 ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s n − 1 ♣♦❧②♥ô♠❡s
∆1(t), ... ,∆n−1(t) ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ∆n(t) ❡t ♦♥ ❛ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∆n(t)(−1)
n
= (td − 1)E(M(A
′)) ·
n−1∏
q=0
∆q(t)(−1)
q+1
. ✭✸✳✸✮
✺✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❈❛❧❝✉❧s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❡t ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s
❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥
✹✳✶ ❋✐❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s tr❡ss❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r
Fn :
∏
1≤i<j≤n+1
(xi − xj) = 1
❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s tr❡ss❡s An ⊂ Cn+1.
▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ fAn ❛ss♦❝✐é à An ❡st ❞❡ ❞❡❣ré d = |An| =
(
n+1
2
)
.
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶ ▲✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s tr❡ss❡s An ∈ Cn+1 ♥✬❡st ♣❛s ❡ss❡♥t✐❡❧✳
▲✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❛ss♦❝✐é A¯n ⊂ Cn ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✿
Q(x1, ... , xn) = x1 · · · xn
∏
1≤i<j≤n
(xi − xj).
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶ ✿
◆♦t♦♥s FA¯n ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A¯n ⊂ C
n.
❙♦✐❡♥t D = {(x1, ... , xn+1) ∈ Cn+1 | x1 = · · · = xn+1},
❡t E = {(x1, ... , xn+1) ∈ Cn+1 | xn+1 = 0}. ❈♦♠♠❡ C4 = D ⊕E, ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ✿
u : Cn+1 → D ⊕ E
(x1, ... , xn+1) 7→ (z, (y1, ... , yn)),
✻✵
t❡❧ q✉❡ x1 = z + y1, ... , xn = z + yn, ❡t xn+1 = z.
◆♦t♦♥s Q˜(y1, ... , yn) = y1 · · · yn
∏
1≤i<j≤n
(yi − yj).
❈♦♠♠❡ fAn(x1, ... , xn+1) = Q˜(y1, ... , yn), ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s
u : Fn → F˜ ,
♦ù F˜ = Q˜−1(1) ⊂ D ⊕ E ❡st ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ❡♥
❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳ ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t p ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
p : D ⊕ E → E.
❖♥ ❛ ❛❧♦rs q✉❡ p ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ✜❜r❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ✿
p : F˜ = D × F˜0 → F˜0,
♦ù F˜0 = Q˜
−1(1) ⊂ E. ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ✜❜r❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❝❛r
D ≃ C ❡st ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡✱ ❡t F˜0 ≃ FA¯n . ▲❡s ✜❜r❡s ❞❡ ▼✐❧♥♦r Fn ❡t FA¯n s♦♥t ❞♦♥❝
❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶✳✷ ▲❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r Fn ❛ ❧❡ t②♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ❈❲✲❝♦♠♣❧❡①❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n− 1. ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
Hq(Fn,Q) = 0, ∀q ≥ n.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶✳✷ ✿
▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ Fn = FA¯n×C, ♦ù FA¯n : Q(x1, ... , xn) = 1.
▲❛ ✜❜r❡ Fn ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ t②♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❛✣♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n − 1.
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ✈♦✐r ❬✶✺✱ ♣✳ ✷✻❪✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Fn ❛ ❧❡ t②♣❡
❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ❈❲✲❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n− 1.

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t λ = exp(2iπ/d).❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡Hq(Fn,Q),
♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ s✉r ❧❛ ✜❜r❡
h : Fn → Fn
x 7→ λx
q✉✐ ✐♥❞✉✐t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✿
✻✶
hq : Hq(Fn,Q)→ Hq(Fn,Q), ∀ q ≥ 0.
P♦✉r t♦✉t q ≥ 0 , Hq(Fn,Q) ❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ Q[t]−♠♦❞✉❧❡✱ ♦ù ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ t ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
t · c = hq(c), ∀c ∈ Hq(Fn,Q).
❈♦♠♠❡ hdq = Id, ♦♥ ❛ t
d − 1 =
∏
m|d
φm = 0, ♦ù φm ❞és✐❣♥❡ ❧❡ m❡ ♣♦❧②♥ô♠❡
❝②❝❧♦t♦♠✐q✉❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✶✳✸ ❖♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
φ1 = t− 1, φ2 = t+ 1, φ3 = t
2 + t+ 1, φ4 = t
2 + 1.
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Hq(Fn,Q) =
⊕
m|d
(Q[t]
φm
)bqm(An)
. ✭✹✳✶✮
▲❡ ♥♦♠❜r❡ bqm(An) ❡st ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ
k ❞❡ hq ❞✬♦r❞r❡ m.
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✳✹ ❈♦♠♠❡ bq1(An) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡
❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ 1, ❧✬❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✻ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s bq1(An) ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ bq(M(A
′
n)) ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐❢ A
′
n.
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ b11(An) =
(
n+1
2
)
− 1. P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s✱ ❧❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❞❡s bqm(An) ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡t r❡st❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ très
❞✐✣❝✐❧❡✳
❖♥ ❛ H0(Fn,Q) = Q =
Q[t]
φ1
, ∀n ≥ 0, ❡t Hq(Fn,Q) = 0, ∀q ≥ n, ❛✈❡❝ ❧❡ ❈♦✲
r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶✳✷✳ ❉❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✹✶❪✱ ❙✳ ❙❡tt❡♣❛♥❡❧❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s bqm(An)
❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs 1 ≤ n ≤ 7. ◆♦✉s é♥✉♠ér♦♥s ✐❝✐ s❡s rés✉❧t❛ts ✿
✶✳ n = 1 :
H0(F1,Q) = Q.
✷✳ n = 2 :
H0(F2,Q) = Q, H1(F2,Q) =
(Q[t]
φ1
)2
⊕ Q[t]
φ3
.
✻✷
✸✳ n = 3 :
H0(F3,Q) = Q, H1(F3,Q) =
(Q[t]
φ1
)5
⊕ Q[t]
φ3
,
H2(F3,Q) =
(Q[t]
φ1
)6
⊕ Q[t]
φ3
⊕i | 6 , i 6=1
(Q[t]
φi
)2
.
✹✳ n = 4 :
H0(F4Q) = Q, H1(F4,Q) =
(Q[t]
φ1
)9
,
H2(F4,Q) =
(Q[t]
φ1
)26
⊕
(Q[t]
φ2
)2
,
H3(F4,Q) =
(Q[t]
φ1
)24
⊕
(Q[t]
φ2
)8
⊕i | 10 , i 6=1,2
(Q[t]
φi
)6
.
✺✳ n = 5 :
H0(F5,Q) = Q, H1(F5,Q) =
(Q[t]
φ1
)14
,
H2(F5,Q) =
(Q[t]
φ1
)71
⊕ Q[t]
φ3
,
H3(F5,Q) =
(Q[t]
φ1
)154
⊕
(Q[t]
φ3
)14
⊕
(Q[t]
φ5
)6
,
H4(F5,Q) =
(Q[t]
φ1
)120
⊕
(Q[t]
φ3
)37
⊕
(Q[t]
φ5
)30
⊕
(Q[t]
φ15
)24
.
✻✳ n = 6 :
H0(F6,Q) = Q, H1(F6,Q) =
(Q[t]
φ1
)20
,
H2(F6,Q) =
(Q[t]
φ1
)155
⊕ Q[t]
φ3
,
H3(F6,Q) =
(Q[t]
φ1
)580
⊕
(Q[t]
φ3
)20
,
H4(F6,Q) =
(Q[t]
φ1
)1044
⊕
(Q[t]
φ3
)121
,
H5(F6,Q) =
(Q[t]
φ1
)720
⊕
(Q[t]
φ3
)222
⊕i | 21 , i 6=1,3
(Q[t]
φi
)120
.
✼✳ n = 7 :
✻✸
H0(F7,Q) = Q, H1(F7,Q) =
(Q[t]
φ1
)27
,
H2(F7,Q) =
(Q[t]
φ1
)295
,
H3(F7,Q) =
(Q[t]
φ1
)1665
,
H4(F7,Q) =
(Q[t]
φ1
)5104
⊕
(Q[t]
φ2
)2
,
H5(F7,Q) =
(Q[t]
φ1
)8028
⊕
(Q[t]
φ2
)140
⊕
(Q[t]
φ7
)120
,
H6(F7,Q) =
(Q[t]
φ1
)5040
⊕
(Q[t]
φ2
)858
⊕
(Q[t]
φ7
)840
⊕i | 28 , i 6=1,2,7
(Q[t]
φi
)720
.
❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✹✵❪ ❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ Fn :
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✺ ✭❬✹✵❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✮ ❖♥ ❛ q✉❡
Hq(Fn,Q) = Hq(Fn)1, s✐ n ≥ 3q + 1.
✹✳✷ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H1(FA) ♣♦✉r ❧❡s
❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❣r❛♣❤✐q✉❡s
❉❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❆✳❉✳ ▼❛❝✐♥✐❝ ❡t ❙✳ P❛♣❛❞✐♠❛ ❬✷✽❪✱ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❣r❛♣❤✐q✉❡ AΓ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Q. ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ✉♥ t❡❧
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳
❙♦✐t Γ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✈ér✐✜❛♥t ✿
✕ ❉❡✉① ❛rêt❡s ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡✉✈❡♥t r❡❧✐❡r ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞✐st✐♥❝ts✳
✕ ❈❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ♣❡✉t êtr❡ ❞♦té ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✳
✕ ❈❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❡st ❞♦té❡ ❞✉ s✐❣♥❡ + ♦✉ −.
◆♦t♦♥s [n+ 1] ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts {1, ... , n+1}. ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ Γ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡
❞❛♥s [n+ 1] s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s❡s ❛rêt❡s E(Γ) s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ✿
E(Γ) = E1(Γ) ⊔ E2(Γ),
♦ù E1(Γ) ⊂ [n+ 1] ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s✱ ❡t E2(Γ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s
❞♦té❡s ❞✬✉♥ s✐❣♥❡✱ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ijǫ, ❛✈❡❝ ǫ ∈ {1,−1},
❡t {i 6= j} ⊂ [n+ 1].
❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❣r❛♣❤❡ Γ :
✻✹
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ❣r❛♣❤✐q✉❡✮
❙♦✐t Γ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s [n+ 1]. ▲✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é à Γ, ♥♦té AΓ, ❡st ❧✬❛rr❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞❡ Cn+1 ❞♦♥t ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✿
xi + ǫxj = 0, ∀ ij
ǫ ∈ E2(Γ),
xi = 0, ∀ i ∈ E1(Γ).
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✳✷ ▲✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s tr❡ss❡s An ⊂ Cn+1 ❡st ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❣r❛✲
♣❤✐q✉❡✳ ❈✬❡st ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❣r❛♣❤❡ Γn ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s
(
n+1
2
)
❛rêt❡s ij−,
{i < j} ⊂ [n+ 1].
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✸ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ Dn+1 ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❣r❛♣❤❡
❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❞♦✉❜❧❡s ❛rêt❡s ij+, ij−, {i < j} ⊂ [n+ 1].
▲✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t Dn+1 ⊂ Cn+1 ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s 2
(
n+1
2
)
❤②♣❡r♣❧❛♥s ✿
xi ± xj = 0, ∀ 1 ≤ i < j ≤ n+ 1.
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts A3 ❡t D3
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✹ ◆♦t♦♥s FD3 ⊂ C
3 ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t D3.
❙♦✐❡♥t D = {(x1, x2, x3, x4) ∈ C4 | x1 = x2 = x3 = x4},
❡t E = {(x1, x2, x3, x4) ∈ C4 | x4 = x1 + x2 + x3}. ❈♦♠♠❡ C4 = D ⊕ E, ♦♥ ❛ ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✿
u : C4 → D ⊕ E
(x1, x2, x3, x4) 7→ (z, (y1, y2, y3)),
t❡❧ q✉❡ x1 = z + y1, x2 = z + y2, x3 = z + y3, ❡t x4 = z + y1 + y2 + y3.
◆♦t♦♥s Q˜(y1, y2, y3) = (y1 ± y2)(y1 ± y3)(y2 ± y3).
❈♦♠♠❡ fA3(x1, x2, x3, x4) = −Q˜(y1, y2, y3), ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡s
u : F3 → F˜ ,
✻✺
♦ù F˜ = Q˜−1(1) ⊂ D ⊕ E ❡st ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝❤❛♥✲
❣❡❛♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳ ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t p ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
p : D ⊕ E → E.
❖♥ ❛ ❛❧♦rs q✉❡ p ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ✜❜r❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ✿
p : F˜ = D × F˜0 → F˜0,
♦ù F˜0 = Q˜
−1(1) ⊂ E. ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ✜❜r❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡
❝❛r C ❡st ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡✱ ❡t F˜0 ≃ FD3 . ▲❡s ✜❜r❡s ❞❡ ▼✐❧♥♦r FD3 ❡t F3 s♦♥t ❞♦♥❝
❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✺ ✭❬✷✽❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ❇✮ ❙♦✐t AΓ ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡
r❛♥❣ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 3. ◆♦t♦♥s FΓ s❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r✱ ❡t d = |AΓ|.
✶✳ ❙✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❡♥tr❡ AΓ ❡t ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ D3
♦✉ D4, ❛❧♦rs
H1(FΓ,Q) =
(Q[t]
t−1
)d−1
⊕
( Q[t]
t2+t+1
)
.
✷✳ ❙✐♥♦♥✱
H1(FΓ,Q) =
(Q[t]
t−1
)d−1
.
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t é♥♦♥❝❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❙✳ P❛♣❛❞✐♠❛
❡t ❆✳ ❙✉❝✐✉ ❬✸✺❪ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s
♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s éq✉✐♠♦♥♦❞r♦♠✐q✉❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✻ ❙♦✐❡♥t A ⊂ Cn+1 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱
❡t ❦ = (kH)H∈A ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❡♥t✐❡rs ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❙♦✐t u ∈ C∗ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡
♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞✬♦r❞r❡ m. ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ρ ∈ Hom(H1(M(A)),C∗) ❞é✜♥✐ ♣❛r
ρ(γH) = u
kH ❡st ❞✐t r❛t✐♦♥♥❡❧✳
❙✐ ❦ = ✶, ♦ù ✶ = (1, ... , 1), ♦♥ ❞✐t q✉✬✐❧ ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t éq✉✐♠♦♥♦❞r♦♠✐q✉❡ ❞❡
❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r m.
P♦✉r ✉♥ t❡❧ ❝❛r❛❝tèr❡✱ ♣♦s♦♥s bq(A,
✶
m
) := dimCHq(M(A),L), ♦ù L ❡st ❧❡ s②s✲
tè♠❡ ❧♦❝❛❧ s✉r M(A) ❛ss♦❝✐é à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρ.
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✼ P♦✉r ❦ = 1 ❡t u = λk, ❛✈❡❝ λ = exp(2iπ/d), d = |A|, ♦♥ ❛ q✉❡
bq(A,
✶
m
) = dimHq(M(A),Lλk), ♦ù Lλk ❡st ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ r❛♥❣ ✶ s✉r M(A)
t❡❧ q✉❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ A ❡st λk.
❈♦♠♠❡ M(A) ≃M(A′)× C∗, ♦♥ ❛
dimHq(M(A),Lλk) = dimH
q(M(A′),L′λk) + dimH
q−1(M(A′),L′λk),
♦ù L′
λk
❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r m | d :
✻✻
bq(A,
✶
m
) = bq m(A) + bq−1 m(A),
♦ù ❧❡s ♥♦♠❜r❡s bq m(A), bq−1m(A) s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ✭✹✳✶✮✳
P♦s♦♥s βq p(A) = dimFpH
q(A∗Fp(A), ω1∧), ♦ù (A
∗
Fp(A), ω1∧) ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
❞✬❆♦♠♦t♦ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ A∗Fp(A) à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s
Fp = Z/pZ, ❡t ω1 =
∑
H∈A
aH . ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✽ ✭❬✸✺❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ❈✮ ❙♦✐❡♥t A ⊂ Cn+1 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②✲
♣❡r♣❧❛♥s✱ ❡t ρ ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ r❛t✐♦♥♥❡❧ éq✉✐♠♦♥♦❞r♦♠✐q✉❡ s✉r M(A) ❞❡ ❞é♥♦♠✐✲
♥❛t❡✉r m = ps, p ♣r❡♠✐❡r✱ ❡t s ≥ 1. ❆❧♦rs
bq(A,
✶
m
) ≤ βq p(A), ∀q.
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✾ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡✉t s✬é♥♦♥❝❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ A′ = {H ′1, ... , H
′
d} ⊂ P
n
C, ❛❧♦rs ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ H
′
1 ❧✬❤②♣❡r✲
♣❧❛♥ à ❧✬✐♥✜♥✐ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r A∗Fp(A
′) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ❞❡
❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✣♥❡ A′ = {H ′2, ... , H
′
d} ⊂ C
n. ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ ω′1 =
d∑
i=2
a′Hi , ♦♥ ❛ ❛❧♦rs
❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
dimHq(M(A′),L′λk) ≤ dimFpH
q(A∗Fp(A
′), ω′1∧).
✹✳✸ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥
❘❡t♦✉r♥♦♥s à ♥♦tr❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ A ⊂ Cn+1 ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ d ❤②♣❡r♣❧❛♥s✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❡①❤✐❜❡r♦♥s ❞❡s ❝❛s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡
s✉r ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r FA ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ t❡❧s q✉❡ H
1(FA) 6=1 = 0. P♦✉r
✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✈♦✐r ❬✷❪✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ✉♥ ❣r❛♣❤❡
G(A) ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ ▲❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G(A) s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s H ∈ A.
✕ ❉❡✉① s♦♠♠❡ts ❞✐st✐♥❝ts H ❡t H ′ s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ ✭❡t ♦♥ ♥♦t❡r❛
H −H ′✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ |AX | = 2, ♦ù X = H ∩H
′.
❯♥ t❡❧ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✐t ❝♦♥♥❡①❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉s s♦♠♠❡ts H,H ′ ∈ A, ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡
❞✬❛rêt❡s r❡❧✐❛♥t H ❡t H ′.
❊♥♦♥ç♦♥s ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿
✭✐✮ P♦✉r t♦✉t X ∈ L(A) ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2, ♦♥ ❛ |AX | ≤ 9.
✭✐✐✮ ❙♦✐t d ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ 6,
s♦✐t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ H ∈ A t❡❧ q✉❡ ✿
✻✼
s✐ X ∈ L(A) ✈ér✐✜❡ codimX = 2 ❡t X ⊂ H, ❛❧♦rs |AX | 6= 6.
✭✐✐✐✮ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ G(A) ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳
❆❧♦rs H1(FA,C) = H1(FA)1.
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✷ ✶✳ ❆✈❡❝ ❧✬❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✻ ♦♥ ❛ q✉❡ s✐ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦✲
rè♠❡ ✹✳✸✳✶ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✱ ❛❧♦rs H1(FA,C) = H1(M(A′),C) ≃ Cd−1 ❡st ❡♥✲
t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ L(A).
✷✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❣é♥ér✐q✉❡ E ⊂ Cn+1 ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ❡t ❡♥ r❡♠♣❧❛✲
ç❛♥t A′ ♣❛r ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s P(E) = P2C, ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r
❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t q✉❡ n = 2. ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❩❛r✐s❦✐
❞❡ t②♣❡ ▲❡❢s❝❤❡t③ ❞û à ❍❛♠♠✱ ❍❛♠♠✲▲ê ❡t ●♦r❡s❦②✲▼❛❝P❤❡rs♦♥✱ ✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❬✶✺✱ ♣✳ ✷✺❪✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡s A′ ⊂ P2C, ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ h
1
❞ét❡r♠✐♥❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ h2 s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❩❡t❛ ❞❡ ❧❛ ♠♦✲
♥♦❞r♦♠✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ❡①✲
♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✸✳✸✮ ♦♥ ✈♦✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ s✐
H1(FA,C) = H1(FA)1, ❛❧♦rs ∆2(t) = (t − 1)d−2 .
d−1∏
k=1
(t− λk)E(M(A
′)) ❡t ❛✈❡❝
❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✶✷ ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s
❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ L(A) :
dimH2(FA)1 = d− 2 + E(M(A
′)), dimH2(FA)λk = E(M(A
′)), ∀λk 6= 1.
✸✳ ❙✐ ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ⊂ Cn+1 ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ d > n + 1 ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❡st t❡❧ q✉❡
t♦✉s ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞✐st✐♥❝ts H, H ′ ❞❡ A s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡✱ ❛❧♦rs ✐❧
❡st ❣é♥ér✐q✉❡ ❡t ♦♥ ❛ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t H1(FA,C) = H1(FA)1 ❛✈❡❝ ❬✶✶✱ ❚❤é♦rè♠❡
✸✳✷❪✳
P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✉✐✲
✈❛♥ts✱ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✽ ❞❡ ❆✳ ❙✉❝✐✉ ❡t ❙✳ P❛♣❛❞✐♠❛✱ ❡t ❞✉ rés✉❧t❛t ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥
✸✳✷✳✶✻ ❞❡ ❉✳❈♦❤❡♥✱ ❆✳❉✐♠❝❛ ❡t P✳❖r❧✐❦✳
▲❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✸ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✬❆♦♠♦t♦ (A∗R(A), ω1∧) ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛❧❣è❜r❡
❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ A∗R(A) ❞❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡ R,
❛✈❡❝ ω1 =
∑
H∈A
aH ∈ A
1
R(A). ❈❡ ❧❡♠♠❡ ♠♦♥tr❡ t♦✉t❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G(A)
❞❛♥s ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✸ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G(A) ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳
❆❧♦rs H1(A∗R(A), ω1∧) = 0, ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡ R.
✻✽
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✸ ✿
❙♦✐t b =
∑
H∈A
bHaH ∈ A
1
R(A).
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉tX ∈ L(A), ♦♥ ♥♦t❡ ω1X =
∑
H |X⊆H
aH , bX =
∑
H |X⊆H
bHaH .
❈♦♠♠❡ ω1 ∧ b ∈ A
2
R(A), ♦♥ ❛ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❇r✐❡s❦♦r♥ ✷✳✹✳✶✻ ✿
ω1 ∧ b = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ω1X ∧ bX = 0, ∀X ∈ L2(A).
❙✉♣♣♦s♦♥s ω1 ∧ b = 0. ▼♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ bH = bH′ , ∀ H 6= H
′ ∈ A.
❙♦✐❡♥t H, H ′ ❞❡✉① ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ A. ❖♥ ❛ q✉❡ X = H ∩H ′ ∈ L2(A),
❡t ❞❡✉① ❝❛s s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❛❧♦rs ✿
✕ ❙✐ H ❡t H ′ s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐ |AX | = 2,
❛❧♦rs AX = {H,H
′} ❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿
ω1X ∧ bX = 0,
(aH + aH′) ∧ (bHaH + bH′aH′) = 0,
(bH′ − bH) aH ∧ a
′
H = 0,
bH′ = bH .
✕ ❙✐ H ❡t H ′ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡❧✐és ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐ |AX | > 2,
❛❧♦rs s✐ ♦♥ ♥♦t❡ AX = {H,H
′, Hj1 , ... , Hjk} ♦♥ ❛ ✿
ω1X ∧ bX = 0
⇒ (aH+aH′+aHj1+· · ·+aHjk )∧(bHaH+bH′aH′+bHj1aHj1+· · ·+bHjkaHjk ) = 0
; bH′ = bH .
❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦♠♠❡ G(A) ❡st
❝♦♥♥❡①❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s Hi1 , ... , Him t❡❧s q✉❡ ✿
H ❡t Hi1 , Hi1 ❡t Hi2 , ... , Him ❡t H
′ s♦♥t r❡❧✐és✳
❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
q✉❡ ✿
bH = bHi1 , bHi1 = bHi2 , ... , bHim = bH′ , ❡t ❞♦♥❝ q✉❡
bH = bH′ .
❖♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ω1 ∧ b = 0, ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉s H 6= H
′ ∈ A, ♦♥ ❛
bH = bH′ , ✐✳❡✳ b ❡t ω1 s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ H
1(A∗R(A), ω1∧) = 0,
❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

❯♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ♣❡✉t s✬♦❜t❡♥✐r ❛✈❡❝ ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✹✳✷✽✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❬✷✼✱ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸❪ ✭♣♦✉r ✉♥ ❝♦r♣s R ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ✷✮✱ s❡❧♦♥
✻✾
❧❡sq✉❡❧s s✐ ω1 ∧ b = 0, ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ X = H ∩H
′ ∈ L2(A) t❡❧❧❡ q✉❡
H −H ′ , ♦♥ ❛ bH − bH′ = 0. ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥s✉✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ P♦✉r
R = Fp, p ♣r❡♠✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐s❡r ❬✷✽✱ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾❪ ❡t ♦♥ ❛ q✉❡ s✐ ω1∧ b = 0,
❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t X = H ∩H ′ ∈ L2(A) t❡❧ q✉❡ H −H
′ , ♦♥ ❛ ✿
✭✶✮ bH + bH′ = 0, s✐ p = 2,
✭✷✮ bH = bH′ , s✐ p 6= 2.
❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs bH = bH′ , ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✹ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✸ ✿
❙♦✐t ω =
∑
H∈A ωHaH s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ωH ∈ R
×, ∀H ∈ A. ❖♥ ❛ q✉❡ s✐ G(A) ❡st
❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs H1(A∗R(A), ω∧) = 0 ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡ R.
❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s ω ∧ b = 0R ❡t G(A) ❝♦♥♥❡①❡✳
✕ ❙✐ H ❡t H ′ s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡✱ ❛❧♦rs
(ωHaH + ωH′aH′) ∧ (bHaH + bH′aH′) = 0R ⇒ ωHbH′ − ωH′bH = 0R
⇒ ∃t ∈ R |
{
bH = tωH
bH′ = tωH′
✳
✕ ❙✐ ✐❧ ❡①✐st❡ Hi1 , ... , Him ∈ A t❡❧s q✉❡ H ❡t Hi1 , Hi1 ❡t Hi2 , ... , Him ❡t H
′
s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡✱ ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
t, t1, ... , tm ∈ R t❡❧s q✉❡ ✿{
bH = tωH
bHi1 = tωHi1
✱
{
bHi1 = t1ωHi1
bHi2 = t1ωHi2
, ... ,
{
bHim = tmωHim
bH′ = tmωH′
.
P❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ ✈♦✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ t = t1 = · · · = tm.
❆✐♥s✐ b ❡t ω s♦♥t ❜✐❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s ❡t H1(A∗R(A), ω∧) = 0.
▲❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡♠♠❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✭♦♥ ❧✬✉t✐❧✐s❡r❛ ❛✈❡❝
R = Fp, p ♣r❡♠✐❡r✱ p|d✮ ✿
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✺ ❙♦✐t ω1 ∈ A
∗
R(A) ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ∂ω1 = d = 0 ∈ R.
❆❧♦rs H1(A∗R(A), ω1∧) = H
1(A∗R(A
′), ω1∧).
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✺ ✿
❈♦♠♠❡ A∗R(A
′) = ker{ A∗R(A)
∂ // A∗R(A) } ⊂ A
∗
R(A), ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡
H1(A∗R(A
′), ω1∧) ⊂ H
1(A∗R(A), ω1∧). ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t b ∈ ker{ A
1
R(A)
ω1∧ // A2R(A) }.
❖♥ ❛ ✿ ∂(ω1 ∧ b) = d · b− ω1 · ∂b = −ω1 · ∂b = 0 ⇒ ∂b = 0 ❞❛♥s R.
❆✐♥s✐ b ∈ ker{ A1R(A)
∂ // A0R(A) } = A
1
R(A
′), ❡t ♦♥ ❛
ker{ A1R(A)
ω1∧ // A2R(A) } ⊂ ker{ A
1
R(A
′)
ω1∧ // A2R(A
′) }, ❞✬♦ù
H1(A∗R(A), ω1∧) ⊂ H
1(A∗R(A
′), ω1∧).
✼✵
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✻ ❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ H ′1 ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ à ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r A
∗
R(A
′)
❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✣♥❡ A′ = {H ′2, ... , H
′
d} ⊂ C
n.
❙♦✐t ω′1 =
∑d
i=2 a
′
i ∈ A
1
R(A
′), ♦ù a′i ∈ A
1
R(A
′) ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ A1R(A
′) ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t à ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ H ′i. ❖♥ ❛ ❡♥ ❢❛✐t q✉❡ a
′
i = ai− a1, ∀ 2 ≤ i ≤ d ✭✈♦✐r ❧❛ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✷✮✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ R ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ✜♥✐ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
p, p ♣r❡♠✐❡r✱ p | d, ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ω′1 =
∑d
i=2(ai − a1) =
∑d
i=2 ai − (d− 1)a1
=
∑d
i=1 ai = ω1. ❆✐♥s✐ H
1(A∗R(A
′), ω′1∧) = H
1(A∗R(A
′), ω1∧).
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é♠♦♥tr❡r ♥♦tr❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ ✿
✶✳ ❙✐ d ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ✻✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ H ∈ L(A) t❡❧ q✉❡ ✿
s✐ X ∈ L2(A), X ⊂ H, ❛❧♦rs |AX | 6= 6.
▲✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❛ss♦❝✐é H ′ ∈ A′ ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝ ✿
s✐ X ∈ L2(A
′), X ⊂ H ′, ❛❧♦rs |A′X | 6= 6.
❙♦✐t λk 6= 1 ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ d❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ❖♥ ❛ q✉❡ H ′ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❛rêt❡ ❞❡♥s❡ ❞❡
A′ ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s H ′, ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ❞❡ L′
λk
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st TH′ = λ
k 6= 1 ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✮✳
❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t X ∈ D(A′) ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡♥s❡ ❞❡ A′ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s H ′ ❞❡
❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs t♦✉❥♦✉rs ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✮ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡
❞❡ L′
λk
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st TX = λ
k|A′X |, ❛✈❡❝ |A′X | ∈ {3, 4, 5, 7, 8, 9}.
❆✈❡❝ ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✶✻ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à L′
λk
♦♥ ❛ ✿
ord(λk) /∈ {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9} ⇒ H1(FA)λk = 0.
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✽ ❡t s❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✾ ❛✈❡❝ ♥♦s ▲❡♠♠❡s ✹✳✸✳✸
❡t ✹✳✸✳✺ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✻ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦r♣s ✜♥✐ R = Fp ♠♦♥tr❡♥t
q✉❡ s✐ ord(λk) = ps, ❛✈❡❝ p ♣r❡♠✐❡r ❡t s ≥ 1, ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s
H1(FA)λk = 0. ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ H
1(FA,C) = H1(FA)1.
✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ d ♥✬❡st ♣❛s ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ✻✱ ❡t s♦✐t X ∈ D(A′) ✉♥❡ ❛rêt❡
❞❡♥s❡ ❞❡ A′ ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❛✈❡❝ ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✶✻ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
ord(λk) /∈ {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} ⇒ H1(FA)λk = 0.
❖r ✻ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s d ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λk ❞✐✈✐s❛♥t
d, ♦♥ ❛ ord(λk) ∈ {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9} ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♣ré❝é❞❡♥t✳
✼✶
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ♥♦tr❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ à ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s
tr❡ss❡s ❡t r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❙✳ ❙❡tt❡♣❛♥❡❧❧❛✱ ❆✳ ▼❛❝✐♥✐❝ ❡t ❙✳ P❛♣❛❞✐♠❛
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✸✳✼ ❙♦✐t An ⊂ Cn+1 ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s tr❡ss❡s✳ ❆❧♦rs G(An) ❡st
❝♦♥♥❡①❡ ♣♦✉r n ≥ 4, ❡t ♦♥ ❛ q✉❡ H1(Fn,C) = H1(M(A′n),C), ∀n ≥ 4.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✸✳✼ ✿
▲❡s X ∈ L(An) ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ s♦♥t ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ✿
✶✳ ❚②♣❡ ✶ ✿
▲❡s X = {xi = xj, xk = xl, 1 ≤ i < j < k < l ≤ n+ 1 },
❞❡ s♦✉s✲❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t AX = {Hij, Hkl}.
✷✳ ❚②♣❡ ✷ ✿
▲❡s X = {xi = xj = xk, 1 ≤ i < j < k ≤ n+ 1 },
❞❡ s♦✉s✲❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t AX = {Hij, Hik, Hjk}.
❙♦✐❡♥t ❛❧♦rs ❞❡✉① ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞✐st✐♥❝ts Hij , Hkl , i < j , k < l.
◆♦t♦♥s X = Hij ∩ Hkl ∈ L2(A). ❙✉♣♣♦s♦♥s i ≤ k.
✕ ❙✐ {i, j} ∩ {k, l} = ∅, ❛❧♦rs X ❡st ❞❡ t②♣❡ ✶ ❡t ❧❡ s♦✉s✲❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t AX ❡st {Hij , Hkl}. ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ q✉❡ Hij ❡t Hkl s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ✉♥❡
❛rêt❡✳
✕ ❙✐ {i, j} ∩ {k, l} 6= ∅ ❛❧♦rs tr♦✐s ❝❛s s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ✿
✭❛✮ ❙✐ j = k, ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ I = {i, j, k, l} ♣♦ssè❞❡ tr♦✐s é❧é♠❡♥ts✳ ❖r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {1, 2, ... , n+ 1} ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ❝✐♥q é❧é♠❡♥ts
❝❛r n ≥ 4, ❞♦♥❝ ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts p < q t❡❧s q✉❡ I ∩ {p, q} = ∅.
❖♥ ❛ ❛❧♦rs q✉❡ Hij ∩ Hpq ❡t Hjl ∩ Hpq s♦♥t ❞❡✉① ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡
✶ ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ Hij ❡st r❡❧✐é à Hpq, ❡t q✉❡
Hpq ❡st r❡❧✐é à Hjl.
✭❜✮ ❙✐ i = k, ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ p < q t❡❧ q✉❡ Hij
❡st r❡❧✐é à Hpq ❡t Hpq ❡st r❡❧✐é à Hil.
✭❝✮ ❙✐ j = l, ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ p < q t❡❧ q✉❡ Hij
❡st r❡❧✐é à Hpq ❡t Hpq ❡st r❡❧✐é à Hkj.
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ q✉❡ G(An) ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣♦✉r n ≥ 4.
❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ An ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
q✉❡ ✿
✼✷
H1(Fn,C) = H1(M(A′n),C), ∀n ≥ 4.

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✽ P♦✉r n = 3, ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G(A3), q✉✐ ❛ ✸ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s✱
♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥❡①❡✳ ❖♥ ❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ H1(F3,C) 6=1 = H1(F3)λ2 ⊕ H1(F3)λ4 ❡st
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ G(A2) ❛ tr♦✐s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❡t H1(F2,C) 6=1 = H1(F2)λ ⊕H1(F2)λ2 ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✳
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❈❡✈❛✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G(A) ❛ ✾ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s
✭✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛rêt❡✮✳ ❖♥ ❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ H1(F,C) 6=1 = H1(F )λ3 ⊕H1(F )λ6 ❡st ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✹ ✱ ✈♦✐r ❬✺❪✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ s✐ A′ ❡st ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❞❡ P2C ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥
♣✐♥❝❡❛✉ ❛②❛♥t k ≥ 3 ✜❜r❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ré❞✉❝t✐❜❧❡s✱ ✈♦✐r ❬✷✷❪✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t G(A) ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s k ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s G(A3) ❡t G(A2)
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✸✳✾ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ A′ ❡st ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❞❛♥s P2C ❛②❛♥t
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞♦✉❜❧❡s ❡t tr✐♣❧❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉✬♦♥ ❛ ✿
✭✐✮ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G(A) ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱
✭✐✐✮ ♦✉ ❜✐❡♥ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ A′ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t tr✐♣❧❡✱ ❡t d
❡st ♣❛✐r✳
❆❧♦rs H1(FA,C) = H1(FA)1.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✸✳✾ ✿ ✿
▲❡ ❝❛s ✭✐✮ s❡ ❞é❞✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✳
✭✐✐✮ ❙♦✐t H ∈ A ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t tr✐♣❧❡ p.
❙♦✐❡♥t H1, H2 ∈ A t❡❧s q✉❡ Ap = {H,H1, H2}. ❈❤❛q✉❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥ Hi /∈ Ap ❡st
r❡❧✐é ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ à H ❡t ♦♥ ❛ q✉❡ G(A) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥❡①❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
H1 ♦✉ H2 ❝♦♥t✐❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts tr✐♣❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ H1 ❝♦♥t❡♥❛✐t
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts tr✐♣❧❡s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♠♣t❡r ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡A ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ H1, (Hi1 , Hj1), (Hi2 , Hj2), ... , (Hi(d−1)/2 , Hj(d−1)/2), ♦ù ❧❡s ♣❛✐r❡s (Hi, Hj)
✼✸
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✸ s✉r H1. ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥
❛✉r❛✐t d = 2 · (d− 1)/2 + 1 ✐♠♣❛✐r✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳
❆✐♥s✐ G(A) ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛✈❡❝ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✳

▲❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✸✳✾ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✳ ▲❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❬✷✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷❪ ✿
s✐ H1(FA,C) 6= H1(FA)1, ❛❧♦rs A′ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ♣✐♥❝❡❛✉ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞♦♥❝ G(A)
♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♦♥ ❛ q✉❡ ✭✐✐✮ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✵ ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é✱ ❡①❝❡♣té
♣♦✉r d = 3. ❖♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r❡✉✈❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✵ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ A′ ❡st ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❞❡ P2C ❛②❛♥t
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞♦✉❜❧❡s ❡t ❞❡s ♣♦✐♥ts tr✐♣❧❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛ ✿
✭✐✮ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G(A) ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱
✭✐✐✮ ♦✉ ❜✐❡♥ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t tr✐♣❧❡✳
❆❧♦rs H1(FA,C) = H1(FA)1✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✵ ✿
▲❡ ❝❛s ✭✐✮ s❡ ❞é❞✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✳
✭✐✐✮ ❙♦✐t H ′ ∈ A′ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t tr✐♣❧❡ p.
❙♦✐❡♥t H ′1, H
′
2 ∈ A
′ t❡❧s q✉❡ A′p = {H
′, H ′1, H
′
2}. ❙♦✐t λ
k 6= 1 ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ d❡ ❞❡
❧✬✉♥✐té✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❛rêt❡ ❞❡♥s❡ ❞❡ A′ ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s H ′ ❡st H ′, ❡t
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ❞❡ L′
λk
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st TH′ = λ
k 6= 1✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❛rêt❡
❞❡♥s❡ ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s H ′ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t p, ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❡ L′
λk
❡st Tp = λ
3k. ❆✈❡❝ ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✶✻ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à L′
λk
♦♥
❛ ✿ ord(λk) 6= 3⇒ H1(FA)λk = 0.
▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ H1(A∗F3(A), ω1∧) = 0.
❙♦✐t b =
∑
H∈A bHaH ∈ ker{ A
1
F3
ω1∧ // A2F3 }. ❙✐ Hk ∈ A\Ap, ❛❧♦rs X = H ∩ Hk
❡st t❡❧ q✉❡ AX = {H,Hk} ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✸ ♦♥ ❛ ✿ ω1X ∧ bX = 0⇔ bHk = bH .
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ bH1 = bH2 = bH . ❙♦✐❡♥t Hk ∈ A\Ap,
❡t X1 = H1∩Hk , X2 = H2∩Hk , ❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ H1 ❡t H2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳
❖♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s✳
✕ ❙✐ |AX1 | = 2 ❡t |AX2 | = 2, ❛❧♦rs ω1X1 ∧ bX1 = 0 ❡t ω1X2 ∧ bX2 = 0
⇔ bH1 = bHk ❡t bH2 = bHk . ❈♦♠♠❡ bHk = bH ♦♥ ♦❜t✐❡♥t bH1 = bH2 = bH .
✕ ❙✐ |AX1 | = 3 ❡t |AX2 | = 2, ❛❧♦rs AX1 = {H1, Hk, Hj}, ❛✈❡❝ Hj 6= H,H2 ✭s✐
Hj = H ♦✉ H2 , ❛❧♦rs X1 = p ❡t Hk ∈ Ap✮✱ ❡t AX2 = {H2, Hk}.
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t {aH1aHk , aH1aHj} ❝♦♠♠❡ é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ A
2
F3(A) ♦♥
❛ ✿ ω1X1∧bX1 = 0⇔ aH1aHk(2bHk−bH1−bHj)+aH1aHj(2bHj−bH1−bHk) = 0
✼✹
⇔ bH1 + bHk + bHj = 0 (∗) ✭❞❛♥s F3✮✳ ❆✈❡❝ bHk = bH ❡t bHj = bH , ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
(∗) ⇔ bH1 = bH . ❊♥✜♥✱ ω1X2 ∧ bX2 = 0 ⇔ bH2 = bHk . ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ tr♦✉✈❡
❜✐❡♥ bH1 = bH2 = bH .
✕ ❙✐ |AX1 | = 3 ❡t |AX2 | = 3, ❛❧♦rs AX1 = {H1, Hk, Hj}, ❛✈❡❝ Hj 6= H,H2,
❡t AX2 = {H2, Hk, Hl}, ❛✈❡❝ Hl 6= H,H1. ❆✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ♦♥ ❛ ✿ ω1X1 ∧ bX1 = 0⇔ bH1 + bHk + bHj = 0 (∗)
❡t ω1X2 ∧ bX2 = 0 ⇔ bH2 + bHk + bHl = 0 (∗∗). ❆✈❡❝ bHk = bHj = bHl = bH ,
♦♥ ♦❜t✐❡♥t (∗)⇔ bH1 = bH ❡t (∗∗)⇔ bH2 = bH . ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t bH1 = bH2 = bH .
❆✐♥s✐ b ❡t ω1 s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s ❡t H
1(A∗F3(A), ω1∧) = 0.
❊♥✜♥✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✽ ❛✈❡❝ ♥♦s ▲❡♠♠❡s ✹✳✸✳✸ ❡t ✹✳✸✳✺ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡
✹✳✸✳✻ ♣♦✉r R = F3 ❞♦♥♥❡♥t ✿ ord(λk) = 3⇒ H1(FA)λk = 0.

▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✉✐✈❛♥ts ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♦ù G(A) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥❡①❡✱ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s (i) ❡t (ii) ❞❡ ♥♦tr❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉✣s❛♥t❡s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✳✶✶ ❙♦✐t A′ ⊂ P2C ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
Q(x : y : z) = xyz(x4 − y4)(y4 − z4)(x4 − z4). ▲❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ A′ s♦♥t ✿
{x = 0}, {y = 0}, {z = 0}, d1, d2, d3, d4, d5, d6, d7, d8, d9, d10, d11, d12, ♦ù d1, d2, d3, d4
s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x = αy, d5, d6, d7, d8 s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ y = αz, ❡t d9, d10, d11, d12
s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x = αz, ❛✈❡❝ α4 = 1. ▲❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ d1, d2, d3, d4
❛✈❡❝ {z = 0} s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✷✱ ❡t ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡
♣♦✉r d5, d6, d7, d8 ❛✈❡❝ {x = 0}, ❡t ♣♦✉r d9, d10, d11, d12 ❛✈❡❝ {y = 0}. ▲❡s ❛✉tr❡s
♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡ A′ s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✸ ♦✉ ✻✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r
i ∈ {1, 2, 3, 4} ❡t j ∈ {5, 6, 7, 8}, ♦♥ ❛ di ∩ dj := {x = αiy} ∩ {y = αjz} ❛✈❡❝
(αiαj)
4 = 1. ❉♦♥❝ di ∩ dj = di ∩ dj ∩ dk ♦ù dk := {x = αiαjz}, k ∈ {9, 10, 11, 12}.
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✸ s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ i ∈ {1, 2, 3, 4}
❡t j ∈ {9, 10, 11, 12}, ♦✉ s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ i ∈ {5, 6, 7, 8} ❡t j ∈ {9, 10, 11, 12}. ❖♥ ❛ ❛✉ss✐
tr♦✐s ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✻ ✿
d1 ∩ d2 ∩ d3 ∩ d4 ∩ {x = 0} ∩ {y = 0}, d5 ∩ d6 ∩ d7 ∩ d8 ∩ {y = 0} ∩ {z = 0},
❡t d9 ∩ d10 ∩ d11 ∩ d12 ∩ {x = 0} ∩ {z = 0}. ❆✐♥s✐ G(A), q✉✐ ❛ ✸ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❝♦♥♥❡①❡s✱ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥❡①❡✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ A ✈ér✐✜❡ ✭✐✮ ❡t ✭✐✐✮ ❞❡ ♥♦tr❡ ❚❤é♦rè♠❡
✹✳✸✳✶✱ ❡t ♦♥ ❛ q✉❡ H1(FA,C) 6= H1(FA)1 ❛✈❡❝ ❬✶✽✱ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹ ✭✐✐✐✮❪✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈ér✐✲
✜é❡s✱ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ très ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ♦♥ ❞♦✐t ✉t✐❧✐s❡r ❞✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts
♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✳
✼✺
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✳✶✷ ❙♦✐t A′ ⊂ P2C ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
Q(x : y : z) = xyz(x2 − y2)(y2 − z2)(x2 − z2). ❆✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts q✉❡
❞❛♥s ❧✬❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✳✶✶ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ G(A) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥❡①❡ ❡t q✉❡ A ✈ér✐✜❡
✭✐✮ ❡t ✭✐✐✮ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✳ ■❝✐ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s H1(FA,C) = H1(FA)1 ❛✈❡❝
❬✶✽✱ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹ ✭✐✐✮❪✳ ▲✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A′ ❡t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G(A) s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ♦ù H1 := {x = 0}, H2 := {y = 0}, H3 := {z = 0},
H4 := {x− y = 0}, H5 := {x+ y = 0}, H6 := {y − z = 0}, H7 := {y + z = 0},
H8 := {x− z = 0}, H9 := {x+ z = 0}.
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ A′ : xyz(x2 − y2)(y2 − z2)(x2 − z2) ⊂ P2C ❡t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G(A).
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✳✶✸ ❙♦✐t A′ ⊂ P2C ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
Q(x : y : z) = xy(x+ y)(x− y)(x+ 2y)(x− 2y)(2x+ y + z)(2x+ y + 2z)
×(2x+y+3z)(2x+y−z)(2x+y−2z)(2x+y−3z). ■❝✐ d = 12 ❡t ♦♥ ❛ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts
❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s L2(A) ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✻ ✿ {x = y = 0}, ❡t {y = −2x}∩{z = 0}.
❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥s ❡t q✉❡ G(A) ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ {{x = 0},
{y = 0}, {x + y = 0}, {x − y = 0}, {x + 2y = 0}, {x − 2y = 0}} ❡st r❡❧✐é ♣❛r ✉♥❡
❛rêt❡ ❛✉① ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ {{2x + y + z = 0}, {2x + y + 2z = 0}, {2x + y + 3z =
0}, {2x + y − z = 0}, {2x + y − 2z = 0}, {2x + y − 3z = 0}}. ❆✐♥s✐ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✭✐✮
❡t ✭✐✐✐✮ ❞❡ ♥♦tr❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ s♦♥t ✈ér✐✜és✱ ♠❛✐s ♣❛s ✭✐✐✮✳
■❧ ❢❛✉t ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡✉① ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ A′ ♣♦✉r ❝♦♥t❡♥✐r t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝✐tés s✉♣ér✐❡✉r❡s ♦✉ é❣❛❧❡s à ✸ ✿ ✉♥ t❡❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❡st ❞✐t ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2.
✼✻
❙♦✐t λk 6= 1. ❆✈❡❝ ❬✸✶✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶❪ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ω =
∑
H∈A′ ωH
dlH
lH
❞❡ H1(M(A′),C) ✭♦ù lH ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ H✮✱ t❡❧ q✉❡
dimH1(FA)λk = dimH
1(M(A′),L′
λk
) = dimH1(H∗(M(A′),C), ω∧). ❉❡ ♣❧✉s ♦♥
s❛✐t q✉❡ exp(−2iπωH) = λ
k ♣♦✉r t♦✉t H ✭❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✱ ❞♦♥❝
q✉❡ ωH 6= 0, ♣♦✉r t♦✉t H. ❙✉♣♣♦s♦♥s dimH
1(H∗(M(A′),C), ω∧) 6= 0.
❆❧♦rs ω ∈ R1(A′) = {α ∈ H1(M(A′),C) | dimH1(H∗(M(A′),C), α∧) ≥ 1}. ❆✈❡❝
❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✐rr❡❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐été ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡
❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2, ✈♦✐r ❬✷✶✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸❪✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥
❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ωH 6= 0, ♣♦✉r t♦✉t H. ❆✐♥s✐ H
1(H∗(M(A′),C), ω∧) = 0 ❡t ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡ H1(FA,C) = H1(FA)1.
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✳✶✹ ❙♦✐t A′ ⊂ P3C ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
Q(x : y : z : t) = xy(x− y)(x+ y)(x− 2y)(x+ 2y)zt(z − t)(z + t)(z − 2t)(z + 2t).
■❝✐ d = 12 ❡t ♦♥ ❛ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s L2(A) ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✻ ✿
{x = y = 0}, ❡t {z = t = 0}. ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❤②♣❡r✲
♣❧❛♥ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❡t q✉❡ G(A) ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❝❤❛q✉❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ {{x = 0}, {y = 0}, {x − y = 0}, {x + y = 0}, {x − 2y =
0}, {x + 2y = 0}} ❡st r❡❧✐é ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❛✉① ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ {{z = 0}, {t =
0}, {z − t = 0}, {z + t = 0}, {z − 2t = 0}, {z + 2t = 0}}. ❆✐♥s✐ ❧❡s ♣♦✐♥ts
✭✐✮ ❡t ✭✐✐✐✮ ❞❡ ♥♦tr❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ s♦♥t ✈ér✐✜és✱ ♠❛✐s ♣❛s ✭✐✐✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✲
❝♦♠♣♦s❡r A ❡♥ ❞❡✉① ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ✿ A = A1 × A2, ♦ù
A1 ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r Q1(x, y, z, t) = xy(x − y)(x + y)(x − 2y)(x + 2y), ❡t A2 ♣❛r
Q2(x, y, z, t) = zt(z − t)(z + t)(z − 2t)(z + 2t). ❙♦✐t λ
k 6= 1. ◆♦t♦♥s F1 ❡t F2 ❧❡s
✜❜r❡s ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞❡s s♦✉s✲❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts A1 ❡t A2. ❆❧♦rs ❛✈❡❝ ❬✶✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹
✭✐✮❪ ♦♥ ❛ H1(FA)λk = ⊕a+b+c=1H
a(T,C)⊕Hb(F1)λk ⊕H
c(F2)λk = 0,
❞✬♦ù H1(FA,C) = H1(FA)1.
❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✸✳✼✳
❙♦✐❡♥t Γ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ s✐♠♣❧❡ ✭✐✳❡✳ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♥✐ ❜♦✉❝❧❡✱ ♥✐ ❛rêt❡ ❞♦✉❜❧❡✮✱ ❡t AΓ
❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❛rêt❡s ij− ∈ E(Γ) = E2(Γ).
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ AΓ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s tr❡ss❡s An.
❖♥ ♥♦t❡ |Γ| ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ Γ. ❖♥ ❞✐t q✉❡ Γ ❡st ❝♦♥♥❡①❡ s✐ ♦♥ ♣❡✉t r❡❧✐❡r
❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞✐st✐♥❝ts ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❛rêt❡s✳
❙♦✐t ω1 =
∑
ij−∈E(Γ) aij ∈ A
1
R(AΓ). ❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✶✺ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Γ ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t q✉❡ |Γ| ≥ 5.
❆❧♦rs H1(A∗R(AΓ), ω1∧) = 0, ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡ R.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✶✺ ✿
❙♦✐t b =
∑
ij−∈E(Γ) bijaij ∈ A
1
R(AΓ) t❡❧ q✉❡ ω1 ∧ b = 0. ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ b ❡t ω1
s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s✳ ▲❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✹✳✷✽ ❞♦♥♥❡ ✿
✼✼
✭✐✮ P♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✶ Hij ∩Hkl, i < j < k < l, ♦♥ ❛ bij = bkl.
✭✐✐✮ P♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✷ Hij ∩Hik ∩Hjk, i < j < k, ♦♥ ❛ ✿
bij = bik = bjk s✐ 3 6= 0R, ♦✉ bij + bik + bjk = 0 s✐ 3 = 0R.
❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞♦♥❝ q✉❡ 3 = 0R, ❡t ♦♥ ♣r❡♥❞r❛ Hij ∩ Hik ∩ Hjk, i < j < k, ✉♥❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✷✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ bij = bik = bjk.
❈♦♠♠❡ |AΓ| ≥ 5, ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts s ❡tm, ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❛rêt❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱
❡t ❝♦♠♠❡ Γ ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ❝❡s ❞❡✉① ❛rêt❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡s r❡❧✐é❡s à Γ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✿
✭✶✳✮ ♦✉ ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ s♦♠♠❡t ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ijk, ✭✷✳✮ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts
❞✐✛ér❡♥ts ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ijk, ✭✸✳✮ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❛rêt❡s ❡st r❡❧✐é❡ à ✉♥ s♦♠♠❡t
❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ijk ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❡st r❡❧✐é❡ ❛✉ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛rêt❡✳ P❛r
s②♠étr✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❞❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥t ✭✐❝✐ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐
i < j < k < s < m ♠❛✐s ❜✐❡♥ sûr ❧✬♦r❞r❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣♦rt❛♥t✮ ✿
✶✳ ❙✐ is−, im− ∈ Γ :
✭❛✮ ❙✐ js−, km− /∈ Γ, ❛❧♦rs Hij −His−Hjk−Him−Hik, ❡t bij = bik = bjk.
✭❜✮ ❙✐ js−, km− ∈ Γ, ❛❧♦rs Hij −Hkm −Hjs −Hik −Hjs −Him −Hjk, ❡t
bij = bik = bjk.
✭❝✮ ❙✐ js− ∈ Γ, km− /∈ Γ, ❛❧♦rs Hik − Him − Hjk, ❞♦♥❝ bik = bjk, ❡t ❛✈❡❝
bij + bik + bjk = 0
♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ bij = −2bik = bik ∈ R.
✭❞✮ ❙✐ js− /∈ Γ, km− ∈ Γ, ♣❛r s②♠étr✐❡ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳
✷✳ ❙✐ is−, jm− ∈ Γ, ❛❧♦rs Hik −Hjm −His −Hjk, ❞♦♥❝ bik = bjk,
❡t bij + bik + bjk = 0 ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ bij = bik.
✸✳ ❙✐ is−, sm− ∈ Γ, ❛❧♦rs Hij, Hik ❡t Hjk s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ à Hsm ❞❛♥s
G(AΓ) ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕
✼✽
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✶✻ ✭✐✮ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ Γ s♦✐t ❝♦♥♥❡①❡ ❡t q✉❡ |Γ| ≥ 5 ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s
q✉❡ G(AΓ) ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❣r❛♣❤✐q✉❡ AΓ = {H12, H13, H14, H15, H23, H34, H35} ❡st
t❡❧ q✉❡ Γ ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t |Γ| ≥ 5, ❝❡♣❡♥❞❛♥t G(AΓ) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥❡①❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ H13 ♥✬❡st r❡❧✐é à ❛✉❝✉♥ ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ AΓ ❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s
❛♣♣❧✐q✉❡r ♥♦tr❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✸✳
✭✐✐✮ ❙✐ Γ ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t |Γ| ≥ 5, ❛❧♦rs ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❉✳❆✳ ▼➔❝✐♥✐ ❡t ❙✳
P❛♣❛❞✐♠❛ é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣♦✉r ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ ❡t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✶✺ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✸ ♦♥ ❛ ✿
H1(FAΓ ,C) = H
1(FAΓ)1.
❙✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Γ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥❡①❡✱ ♠❛✐s ❡st t❡❧ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❝♦♥♥❡①❡s Γi s❛t✐s❢❛✐t |Γi| ≥ 5, ❛❧♦rs AΓ ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts AΓi ❡t ♦♥
♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❬✶✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹ ✭✐✮❪✳
✹✳✹ ❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❞❛♥s P2C
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s n = 2, ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞èr❡r♦♥s
❞♦♥❝ ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐❢ A¯′ = {H¯ ′1, ... , H¯
′
d} ⊂ P
2
C ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ d ❤②♣❡r♣❧❛♥s✱
❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ M(A¯′) = P2C\
⋃d
i=1 H¯
′
i. ❙♦✐t li(x, y, z) ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞é✜♥✐s✲
s❛♥t ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ H¯i ⊂ C3, ❡t fA¯(x, y, z) =
∏d
i=1 li(x, y, z) ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
❞❡ ❞❡❣ré d ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A¯ ⊂ C3. ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r FA¯ ❡t à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✺ ✿
H1(FA¯,C) =
d−1⊕
k=0
H1(FA¯)λk ,
♦ù H1(FA¯)λk = ker{{h
1 : H1(FA¯,C)→ H
1(FA¯,C)} − λ
k · IdH1(FA¯,C)} ❡st ❧❡ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λk, ❡t λ = exp(2iπ/d).
▲♦rsq✉❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A¯′ ❡st ❣é♥ér✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉❡ ❞❡s
♣♦✐♥ts ❞♦✉❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ H1(FA¯) 6=1 ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
s✉✐✈❛♥t ❞❡ ❖r❧✐❦✱ ❘❛♥❞❡❧❧ ❡t ❍❛tt♦r✐✳
✼✾
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✶ ✭❬✸✸❪✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ A¯′ ⊂ P2C ❡st ❣é♥ér✐q✉❡✳
❆❧♦rs H1(FA¯,C) = H
1(FA¯)1.
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❯♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❣é♥ér✐q✉❡
❖♥ ❛ ♠ê♠❡ ♠✐❡✉① ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞û à ❆✳ ▲✐❜❣♦❜❡r✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✷ ✭❬✷✺❪✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ H¯ ′i ∈ A¯
′ ♥❡ ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t q✉❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞♦✉❜❧❡s✳ ❆❧♦rs H1(FA¯,C) = H
1(FA¯)1.
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ▲✬❤②♣❡r♣❧❛♥ à ❧✬✐♥✜♥✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞♦✉❜❧❡s
❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ❡st ♠ê♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐r❡ s✐ H1(FA¯) 6=1 = 0 ♣♦✉r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
A¯′ ⊂ P2C ♥✬❛②❛♥t q✉❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞♦✉❜❧❡s ♦✉ tr✐♣❧❡s✱ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ❡♥t✐èr❡✲
♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞û
à ❆✳ ▲✐❜❣♦❜❡r ❬✷✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷❪✱ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ H1(FA¯) 6=1 6= 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
A¯′ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ♣✐♥❝❡❛✉ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s✳
❉❡s rés✉❧t❛ts ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ♦♥t été ré❝❡♠♠❡♥t tr♦✉✈és ♣❛r ❙✳ P❛♣❛❞✐♠❛ ❡t
✽✵
❆✳ ❙✉❝✐✉ ♣♦✉r ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts A ⊂ Cn+1, ✈♦✐r ❬✸✹❪✳ ❙✐ L2(A) ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉❡
❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞♦✉❜❧❡s ❡t tr✐♣❧❡s✱ ❬✸✹✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷❪ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♣♦✲
❧②♥ô♠❡ ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r ∆1(t) ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ❡t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞✬✉♥❡
✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✸ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ L(A) ❡t ✈❛✉t 0, 1, ♦✉ 2. ❆✉ss✐✱ ❬✸✹✱ ❚❤é♦rè♠❡
✶✳✸❪ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝❛s ♦ù ❝❡tt❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❡st ♥✉❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡
❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ❬✸✹✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✺❪ ❞✐s❝✉t❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✬♦r❞r❡ 2 ❡t 4.
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❞ès q✉❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à tr♦✐s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✱ ♦♥
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲✬♦r❞r❡
❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λk 6= 1 ét❛♥t ❧✐é ❛✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s
s✉r ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ H¯ ′i, ♣♦s♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✸ ❙♦✐t m > 1 ✉♥ ❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à ✶✳ ◆♦t♦♥s
µ(H¯ ′i,m) := |{P ∈ H¯
′
i | m ❞✐✈✐s❡ |A¯
′
P |}|,
♦ù |A¯′P | = |{H¯
′
i ∈ A¯
′ | P ∈ H¯ ′i}| ❡st ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞✉ ♣♦✐♥t P ❞❛♥s ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
A¯′. ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ µ(H¯ ′i,m) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts s✉r H¯
′
i ❞♦♥t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té
❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r m.
❉❛♥s ❬✷✺❪ ❆✳ ▲✐❜❣♦❜❡r ❞♦♥♥❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✹ ✭❬✷✺❪✮ ❙♦✐t λk 6= 1 ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞✬♦r❞r❡ m > 2.
❙✐ µ(H¯ ′i,m) = 0 ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ H¯
′
i ∈ A¯
′, ❛❧♦rs H1(FA¯)λk = 0.
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥✱ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ❧❡ Pr♦❢❡ss❡✉r ▼✳ ❨♦s❤✐♥❛❣❛✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t
❛✉ ❝❛s µ(H¯ ′i,m) = 1. P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✽ ❞❡ ❙✳ P❛♣❛❞✐♠❛ ❡t
❆✳ ❙✉❝✐✉✱ ❡t ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡
❞✬❆♦♠♦t♦ s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✜♥✐s✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ ♣r♦❝é❞é ♦r✐❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❧❡
t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✺ ❙♦✐❡♥t p ∈ Z ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t m = ps, s ≥ 1, t❡❧s q✉❡
m|d. ❙♦✐t λk 6= 1 ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞✬♦r❞r❡ m. ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ A¯′ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ A¯′ ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s P2C. ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ✿
s✐ µ(H¯ ′i, p) ≤ 1 ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ H¯
′
i ∈ A¯
′, ❛❧♦rs H1(FA¯)λk = 0.
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✹✳✻ ✶✳ ▲✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ A¯3 ∈ C3 ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶
✈ér✐✜❡ µ(H¯ ′i, 3) = 2, ∀ H¯
′
i ∈ A¯
′
3, ❡t ♦♥ ❛ H
1(FA¯3)e2pii/3 ≃ C. ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❣é✲
♥ér❛❧✱ ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉① ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡
µ(H¯ ′i, p) ≥ 2 ♣♦✉r t♦✉t ❤②♣❡r♣❧❛♥ H¯
′
i ∈ A¯
′. ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ✧ µ(H¯ ′i, p) ≤ 1 ✧ ❞❡
♥♦tr❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✺ ❡st ❞♦♥❝ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
✽✶
✷✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à tr♦✐s✱ ❡t s✐ ❝❡tt❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❡st ✉♥❡ ♣✉✐s✲
s❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ s✉r ❧❛ ✜❜r❡ ❡st
❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ❖♥ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✹✳✼ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A¯′ ❡st ❞é✜♥✐ s✉r R, ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞✉
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✺ ❛ ❞é❥à été ♣r♦✉✈é❡ ♣❛r ▼✳ ❨♦s❤✐♥❛❣❛ ❞❛♥s ❬✹✺✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✺❪ ✿
s♦✐t λk 6= 1 ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞✬♦r❞r❡ m > 1.
❙✐ µ(H¯ ′i,m) ≤ 1 ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ H¯
′
i ∈ A¯
′, ❛❧♦rs H1(FA¯)λk = 0.
❈❡ rés✉❧t❛t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s
♣r♦♣r❡s H1(F )λk à ♣❛rt✐r ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ♣r♦❝é❞é q✉✐
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✹✳✽ ▲❡ ❝❛s ♦ù A¯ ⊂ C3 ♥✬❡st ♣❛s ❡ss❡♥t✐❡❧ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡
✸✳✷✳✼✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s ❞r♦✐t❡s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s ❞❡ A¯′ s❡ ❝♦✉♣❡♥t t♦✉t❡s ❡♥ ✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ P2C. ❆✈❡❝ ✉♥ ❜♦♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❡
♣♦✐♥t ❡st (0 : 0 : 1) ❡t q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ fA¯(x, y, z) ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A¯ s✬é❝r✐t
Q(x, y, z) = Πdi=1(cix+diy), ♦ù H¯i := {cix+diy = 0}. ❙♦✐t A¯0 ⊂ C
2 ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
❝♦♥st✐t✉é ❞❡s d ❤②♣❡r♣❧❛♥s {cix+ diy = 0}. ❖♥ ❛ ❛❧♦rs q✉❡ F ≃ F0 × C,
♦ù F0 = {(x, y) ∈ C2 |Πdi=1(cix+diy) = 1} ❡st ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞❡ A¯0. ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t
❡♥s✉✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✼ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A¯0.
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❡ss❡♥t✐❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣♦✉r ❞é♠♦♥✲
tr❡r ♥♦tr❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t H¯ ′1 ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ à ❧✬✐♥✜♥✐
❞❛♥s P2C, ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s C
2 ≃ P2C\H¯
′
1. P❛r ❝❡t ✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✣♥❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ A = {H2, . . . , Hd}
⊂ C2, ♦ù Hi = H¯ ′i∩C
2. ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡M(A) = C2\
⋃d
i=2Hi s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❛❧♦rs
♦♥ ❛ q✉❡ M(A) ≃ P2C \
⋃d
i=1 H¯
′
i = M(A¯
′). ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ à ♥♦tr❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A¯ ⊂ C3 ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✺ ✿
H1(FA¯)λk ≃ H
1(M(A¯′), L¯′
λk
) ≃ H1(M(A),Lλk),
♦ù L¯′
λk
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Lλk ✮ ❡st ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ r❛♥❣ ✶ s✉r M(A¯
′) ✭r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t s✉r M(A)✮ t❡❧ q✉❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ A¯′
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ A✮ ❡st λk.
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ⊂ C2.
❙♦✐t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ◆♦t♦♥s ❝♦♠♠❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t A∗R(A) s♦♥
❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ♦♥ ❛ ✿
✕ A0R(A) = R
✕ A1R(A) = R < a2, ... , ad >
✽✷
✕ A2R(A) =
<aiaj , 2≤i<j≤d>
I2
, ♦ù I2 ❡st ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✿
✶✳ {eiej | Hi//Hj, 2 ≤ i < j ≤ d }
✷✳ {eiej − eiek + ejek | Hi ∩Hj ∩Hk 6= ∅, 2 ≤ i < j < k ≤ d }
✕ AqR(A) = 0, ∀q ≥ 3.
❙♦✐❡♥t ω1 =
∑d
i=2 ai ∈ A
1
R(A), ❡t (A
∗
R(A), ω1∧) ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✬❆♦♠♦t♦ ❞❡
❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A. P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✺✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡
✹✳✷✳✽ ❞❡ ❙✳ P❛♣❛❞✐♠❛ ❡t ❆✳ ❙✉❝✐✉ ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✾ ❙♦✐t p ∈ Z ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ A¯′ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ A¯′ ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s P2C. ❖♥ ❛ q✉❡ ✿
s✐ µ(H¯ ′1, p) ≤ 1, ❛❧♦rs H
1(A∗Fp(A), ω1∧) = 0.
▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✺ s❡ ❞é❞✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✾ ❡t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡
✹✳✷✳✽✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✺ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❆❧♦rs
♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡ H¯ ′i t❡❧ q✉❡ µ(H¯
′
i, p) ≤ 1 ❡st H¯
′
1, ❡t ❛✈❡❝ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✾
♦♥ ❛ q✉❡H1(A∗Fp(A), ω1∧) = 0. ❆✐♥s✐ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✽ ♦♥ ❛ q✉❡
β1 p(A) = 0 ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ b1(A,
1
m
) = dimH1(M(A),Lλk) = dimH
1(FA¯)λk
= 0.
▲❡ ♣♦✐♥t ❞é❧✐❝❛t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ r❡st❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✾ ✭A
♥✬ét❛♥t ♣❛s ❝❡♥tr❛❧✮✱ q✉✐ r❛♠è♥❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ t♦♣♦✲
❧♦❣✐q✉❡ ✭❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ M(A)✮✳ ❚♦✉t❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r très ✈✐t❡ ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ ❞ès q✉✬♦♥ ❛
✉♥ ♥♦♠❜r❡ é❧❡✈é ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s✳ ❈✬❡st ❧à q✉✬❡♥tr❡♥t ❡♥ ❥❡✉ ❧❡s ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡
❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❞é❝r✐r❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s t❛r❞✱ ❡t q✉✐ ✈♦♥t ♣❡r♠❡ttr❡✱ ♣❛r
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ❞❡s ❝❛s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ✿ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❡t ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡s ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r ❧❡✉rs ❛❧❣è❜r❡s ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ♣❧✉s
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡t ♣r♦✉✈❡r ♥♦tr❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✾✳
❘❡t♦✉r♥♦♥s à ♥♦tr❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✣♥❡ A = {H2, ... , Hd} ⊂ C2.
❙♦✐❡♥t ξ = r2a2 + · · · + rdad ∈ A
1
R(A), ❡t ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✬❆♦♠♦t♦ (A
∗
R(A), ξ∧).
❉é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ A1R(A)0 ❞❡ A
1
R(A) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
A1R(A)0 := {η = c2a2 + · · ·+ cdad ∈ A
1
R(A) | c2 + · · ·+ cd = 0}. ✭✹✳✷✮
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✹✳✶✵ ■❝✐✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥❢♦♥❞r❛ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ♣r♦✲
❥❡❝t✐✈❡ ker{∂ : A1R(A)→ R} ❝❛r ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ♥✬❡st ♣❛s ❝❡♥tr❛❧✳
✽✸
❖♥ ❛ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✶ ❙✐
∑d
i=2 ri ∈ R
×, ❛❧♦rs
H1(A∗R(A), ξ∧) ≃ ker{A
1
R(A)0
ξ∧
−→ A2R(A)}. ✭✹✳✸✮
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✶ ✿
❙♦✐❡♥t i : ker{A1R(A)0
ξ∧
→ A2R(A)}−→ ker{A
1
R(A)
ξ∧
→ A2R(A)} ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♥❛t✉✲
r❡❧❧❡✱ ❡t q : ker{A1R(A)
ξ∧
→ A2R(A)}−→H
1(A∗R(A), ξ∧) =
ker{A1R(A)
ξ∧
−→A2R(A)}
<ξ>
❧✬❤♦✲
♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉tr❡❧ q✉♦t✐❡♥t✳ P♦s♦♥s f = q ◦ i.
✕ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ f ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡ ✿
❙♦✐t y = α2a2 + · · ·+ αdad ∈ H
1(A∗R(A), ξ∧).
❈♦♠♠❡
∑d
i=2 ri ∈ R
×, ❛ q✉❡ y = q(x),
♦ù x = α2a2 + · · ·+ αdad −
(α2+···+αd)∑d
i=2 ri
ξ
= (α2 −
(α2+···+αd)∑d
i=2 ri
r2)a2 + · · ·+ (αd −
(α2+···+αd)∑d
i=2 ri
rd)ad ∈ A
1
R(A)0,
❝❛r (α2 −
(α2+···+αd)∑d
i=2 ri
r2) + · · ·+ (αd −
(α2+···+αd)∑d
i=2 ri
rd) = 0.
❆✐♥s✐ y = f(x) ❡t f ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✳
✕ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ f ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✿
❙♦✐t x ∈ ker(f). ❈♦♠♠❡ x ∈ A1R(A)0, ♦♥ ❛ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t x = f(x) = 0.

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✬❆♦♠♦t♦ ❞❛♥s ❞❡✉① ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✿ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t Cl ❝❡♥tr❛❧✱ ♣✉✐s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t Pv
❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞r♦✐t❡s t♦✉t❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞r♦✐t❡ q✉✐ ❧❡✉r
❡st tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ q✉❡
H1(A∗R(Cl), ξ∧) = 0 = H
1(A∗R(Pv), ξ∧).
✶✳ ❙♦✐t Cl = {H1, ... , Hl} ⊂ C2 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ l ❞r♦✐t❡s
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳
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❏
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ Cl
✽✹
❙♦✐t ξ = r1a1 + · · ·+ rlal ∈ A
1
R(Cl). ❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✷ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
∑l
i=1 ri ∈ R
×,
❛❧♦rs H1(A∗R(Cl), ξ∧) = 0.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✷ ✿
❙✐
∑l
i=1 ri ∈ R
×, ❛❧♦rs ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✶ ♦♥ ❛ q✉❡ H1(A∗R(Cl), ξ∧)
≃ ker{A1R(Cl)0
ξ∧
−→ A2R(Cl)}.
❖r A1R(Cl)0 = {η = c1a1 + · · ·+ clal ∈ A
1
R(Cl) | c1 + c2 + · · ·+ cl = 0}
= {η = c1a1+ · · ·+ cl−1al−1− (a1+ · · ·+al−1)al} ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣
l− 1. ❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉t é❧é♠❡♥t η = c1a1+ · · ·+ clal ∈ A
1
R(Cl)0 ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ η = c1(a1 − a2) + (c1 + c2)(a2 − a3) + (c1 + c2 + c3)(a3 − a4) + · · ·
+(c1+ · · ·+cl−1)(al−1−al), ❡t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ {ai−ai+1, 1 ≤ i ≤ l−1}
❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ A1R(Cl)0.
❆✈❡❝ ❧✬❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✶✵ ♦♥ ❛ q✉❡ A2R(Cl) ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ l − 1.
❙♦✐t aiaj ∈ A
2
R(Cl). ❙✐ j > i+ 1, ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r m > 1
t❡❧ q✉❡ j = i+m. ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ∂(aiai+1ai+m) = 0,
♦♥ ❛ aiai+m = aiai+1 + ai+1ai+m. ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡
❝❛❧❝✉❧ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ai+1ai+m, ♣✉✐s s✉r ai+2ai+m, ... , ai+m−2ai+m, ♦♥ tr♦✉✈❡
✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿
aiai+m = aiai+1 + ai+1ai+2 + · · ·+ ai+m−1ai+m.
❆✐♥s✐ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ {aiai+1, 1 ≤ i ≤ l − 1} ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ A
2
R(Cl).
❖♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ξ ∧ (ai − ai+1) = −(r1 + · · ·+ rl)aiai+1. ✭✹✳✹✮
❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t q✉❡ ξ ∧ (ai − ai+1)
= r1(a1ai − a1ai+1) + · · ·+ ri−1(ai−1ai − ai−1ai+1)− riaiai+1 − ri+1aiai+1
−ri+2(aiai+2 − ai+1ai+2)− · · · − rl(aial − ai+1al) = −(r1 + · · ·+ rl)aiai+1.
❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t x =
∑l−1
i=1 γi(ai − ai+1) ∈ ker{A
1
R(Cl)0
ξ∧
−→ A2R(Cl)}.
❖♥ ❛ ✿ ξ∧x =
∑l−1
i=1 γi · ξ∧ (ai−ai+1) =
∑l−1
i=1−γi(r1+ · · ·+rl)aiai+1 ❞✬❛♣rès
✭✹✳✹✮✳ ❈♦♠♠❡ {aiai+1, 1 ≤ i ≤ l−1} ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ A
2
R(Cl) ❡t
∑l
i=1 ri ∈ R
×,
♦♥ ❛ ✿ ξ ∧ x = 0 ⇒ γi = 0, ∀ i.

✷✳ ❙♦✐t Pv = {H1, ... , Hv, Hv+1} ⊂ C2 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ v ❞r♦✐t❡s
♣❛r❛❧❧è❧❡s ❡t ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞r♦✐t❡ Hv+1 q✉✐ ❧❡✉r ❡st tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ Pv
❙♦✐t ξ = r1a1 + · · ·+ rvav + rv+1av+1 ∈ A
1
R(Pv). ❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✸ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ rv+1 ∈ R
×, ❛❧♦rs H1(A∗R(Pv), ξ∧) = 0.
P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✹ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ rv+1 ∈ R
×,
❛❧♦rs H1(A∗R(Pv), ξ∧) ≃ ker{R · a1 ⊕ · · · ⊕R · av
ξ∧
−→ A2R(Pv)}.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✹ ✿
❙♦✐❡♥t i : ker{R · a1 ⊕ · · · ⊕ R · av
ξ∧
→ A2R(Pv)}−→ ker{A
1
R(Pv)
ξ∧
→ A2R(Pv)}
❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❡t q : ker{A1R(Pv)
ξ∧
→ A2R(Pv)}−→H
1(A∗R(Pv), ξ∧) ❧✬❤♦✲
♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉tr❡❧ q✉♦t✐❡♥t✳ P♦s♦♥s f = q ◦ i.
✕ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ f ❡st s✉❥❡❝t✐✈❡ ✿
❙♦✐t y = α1a1 + · · ·+ αv+1av+1 ∈ H
1(A∗R(Pv), ξ∧).
❈♦♠♠❡ rv+1 ∈ R
×, ♦♥ ❛ q✉❡ y = q(x),
♦ù x = α1a1 + · · ·+ αv+1av+1 −
αv+1
rv+1
ξ
= (α1 −
αv+1
rv+1
r1)a1 + · · ·+ (αv −
αv+1
rv+1
rv)av ∈ R · a1 ⊕ · · · ⊕R · av.
❆✐♥s✐ y = f(x) ❡t f ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✳
✕ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ f ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✿
❙♦✐t x ∈ ker(f). ❈♦♠♠❡ x ∈ R · a1 ⊕ · · · ⊕R · av, ♦♥ ❛ q✉❡ x = f(x) = 0.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✸ ✿
❙✉♣♣♦s♦♥s rv+1 ∈ R
×. ❆❧♦rs ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✹ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
ker{R · a1 ⊕ · · · ⊕R · av
ξ∧
−→ A2R(Pv)} = 0.
❖♥ ❛ q✉❡ I2(Pv) =< eiej, 1 ≤ i < j ≤ v >, ❡t ❞♦♥❝
q✉❡ A2R(Pv) =< aiav+1, 1 ≤ i ≤ v > .
❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t x =
∑v
i=1 γiai ∈ R ·a1⊕· · ·⊕R ·av. ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ r❛♣✐❞❡ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ξ ∧ x = −rv+1
∑v
i=1 γiaiav+1, ❧❡s t❡r♠❡s aiaj, 1 ≤ i < j ≤ v ét❛♥t t♦✉s
✽✻
♥✉❧s✳ ❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡ rv+1 ∈ R
× ♦♥ ❛ ✿
x ∈ ker{R · a1 ⊕ · · · ⊕R · av
ξ∧
−→ A2R(Pv)} ⇒ γi = 0, ∀ i.

❘❡✈❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ♥♦tr❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥tA = {H2, ... , Hd} ⊂ C2.◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
❢♦r♠❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ A = A1⊔A2⊔ · · ·⊔Al ❡♥ l ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ t❡❧❧❡
q✉❡ ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s Hi, Hj ∈ A s♦♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t
à ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ Aβ, 1 ≤ β ≤ l.
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s s✉r❥❡❝t✐❢s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r
❡st ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ t♦t❛❧❡ ✿
∆tot : A
∗
R(A)→ A
∗
R(Cl).
❋✐①♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ Aβ. ◆♦t♦♥s v ❧❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡s q✉✬❡❧❧❡
❝♦♥t✐❡♥t✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❛♣♣❡❧é ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à Aβ, ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
∆dir : A
∗
R(A)→ A
∗
R(Pv).
❉ét❛✐❧❧♦♥s ❝❡s ❞❡✉① ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳
✶✳ ❉é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ t♦t❛❧❡
❙♦✐t A = A1 ⊔ A2 ⊔ · · · ⊔ Al ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ A ❡♥ l ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡s
♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ❙✐ ♦♥ tr❛♥s❧❛t❡ ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ A ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡s ♣❛ss❡♥t ♣❛r
❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ Cl ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ l ❞r♦✐t❡s✳ ◆♦t♦♥s
a˜1, ... , a˜l ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A
1
R(Cl) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❞r♦✐t❡s ❞❡ Cl. ❖♥ ❛ ❛❧♦rs
❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✶✺ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R−❛❧❣è❜r❡s
∆tot : A
∗
R(A)→ A
∗
R(Cl)
t❡❧ q✉❡
ai 7→ a˜β
s✐ Hi ∈ Aβ, 1 ≤ β ≤ l ✭✈♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
✽✼
 
 
 
 
 
 
 
 
 
H2
H3
H4 H5 H6
✲
A1 = {H2, H3}
A2 = {H4}
A3 = {H5, H6}
 
 
 
 
 
 
 
 
 
H˜1
H˜2 H˜3
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❉é❣é♥és❝❡♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ A ❡♥ C3
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✶✺ ✿
❙♦✐t π ❧❛ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ✿
π : E1(A)→ E1(Cl)
t❡❧❧❡ q✉❡
ei 7→ e˜β
s✐ Hi ∈ Aβ, 1 ≤ β ≤ l.
❖♥ ❛ q✉❡ E∗(A) = ∧E1(A) ❡t E∗(Cl) = ∧E
1(Cl), ❞♦♥❝ π ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❤♦♠♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ π˜ ❞❡ R−❛❧❣è❜r❡s ✿
π˜ : E∗(A)→ E∗(Cl).
❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ p1 : E
∗(Cl)→
E∗(Cl)
I∗(Cl)
= A∗R(Cl),
♦ù I∗(Cl) ❡st ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
{∂(e˜i1 · · · e˜im) , 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ l, m ≥ 3}.
❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ φ = p1 ◦ π˜, ♦♥ ❛ ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ R−❛❧❣è❜r❡s ✿
φ : E∗(A)→ A∗R(Cl).
▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ I∗(A) ⊂ ker(φ).
❖♥ ❛ q✉❡ I∗(A) ❡st ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ✿
f1 = {∂(ei1 · · · eim) | Hi1 ∩ · · · ∩Him 6= ∅, 2 ≤ i1 < · · · < im ≤ d, m ≥ 3},
❡t f2 = {ei1 · · · eim | Hi1 ∩ · · · ∩Him = ∅, 2 ≤ i1 < · · · < im ≤ d }.
✭❛✮ ❙♦✐t x = ∂(ei1 · · · eim) ∈ f1. ❖♥ ❛ q✉❡ Hi1 ∩ · · · ∩Him 6= ∅, ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡
β1, ... , βm t♦✉s ❞✐st✐♥❝ts t❡❧s q✉❡ Hi1 ∈ Aβ1 , ... , Him ∈ Aβm ,
❡t π˜(x) = π˜(∂(ei1 · · · eim)) = ∂(π˜(ei1 · · · eim)) = ∂(e˜β1 · · · e˜βm) ∈ I(Cl).
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ φ(x) = p1 ◦ π˜(x) = 0.
✭❜✮ ❙♦✐t x = ei1 · · · eim ∈ f2.
✽✽
✕ ❙✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ Aβ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❤②♣❡r♣❧❛♥s ♣❛r♠✐
Hi1 , ... , Him , ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ e˜β e˜β = 0, ♦♥ ❛ q✉❡ π˜(x) = 0
❡t φ(x) = p1 ◦ π˜(x) = 0.
✕ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ β1, ... , βm t♦✉s ❞✐st✐♥❝ts t❡❧s q✉❡
Hi1 ∈ Aβ1 , ... , Him ∈ Aβm . ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛ q✉❡ ∂(e˜β1 · · · e˜βm) ∈ I∗(Cl).
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ π˜(x) = e˜β1 · · · e˜βm = e˜β1∂(e˜β1 · · · e˜βm) ∈ I∗(Cl) = ker(p1).
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ φ(x) = p1 ◦ π˜(x) = 0.
❈♦♠♠❡ π˜ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ π˜(I∗(A)) ⊂ I∗(Cl) , ❞✬♦ù I∗(A) ⊂ ker(φ).
❆✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R−❛❧❣è❜r❡s s✉r❥❡❝t✐❢ ∆tot ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✶✺✳

❉♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❧❡♠♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❧✉s t❛r❞✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✻ ❙♦✐❡♥t ξ =
∑d
i=2 riai ∈ A
1
R(A) ❡t η ∈ A
1
R(A)0.
❙✉♣♣♦s♦♥s
∑d
i=2 ri ∈ R
×, ❡t ξ ∧ η = 0. ❆❧♦rs ♦♥ ❛ q✉❡ η ∈ ker(∆tot).
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✻ ✿
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ∆tot, ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ ∆tot(η) ∈ A
1
R(Cl)0,
❡t ∆tot(ξ) =
∑l
β=1(
∑
Hi∈Aβ
ri)a˜β ✈ér✐✜❡ ✿
∑l
β=1(
∑
Hi∈Aβ
ri) =
∑d
i=2 ri ∈ R
×.
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ∆tot ❡st ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❡①tér✐❡✉r❡s✱ ♦♥ ❛ ✿
∆tot(ξ)∧∆tot(η) = ∆tot(ξ ∧ η) = 0, ❡t ∆tot(η) ∈ ker{A
1
R(Cl)0
∆tot(ξ)∧
−→ A2R(Cl)}.
❆✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✶ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ∆tot(η) ∈ H
1(A∗R(Cl),∆tot(ξ)∧), ♣✉✐s
✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ∆tot(η) = 0 ❛✈❡❝ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✷✳

✷✳ ❉é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❡❧❧❡
❘❡♣r❡♥♦♥s ♥♦tr❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ A = A1⊔A2⊔· · ·⊔Al ❡♥ l ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡s
♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ❋✐①♦♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ Aβ. ◆♦t♦♥s v = |Aβ|, ❡t Aβ = {Hi1 , ... , Hiv}.
❆✈❡❝ ❝❡ ❝❤♦✐①✱ ♦♥ ✈❛ ❛ss♦❝✐❡r à ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t Pv ❝♦♥st✐✲
t✉é ❞❡ v ❞r♦✐t❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s H˜1, ... , H˜v ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❞r♦✐t❡s ❞❡ Aβ✮✱ ❡t
❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞r♦✐t❡ H˜v+1 q✉✐ ❧❡✉r ❡st tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳ ◆♦t♦♥s a˜1, ... , a˜v, a˜v+1 ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ A1R(Pv) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✶✼ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R−❛❧❣è❜r❡s ✿
∆dir : A
∗
R(A)→ A
∗
R(Pv),
✽✾
t❡❧ q✉❡
∆dir(ai) =
{
a˜u , s✐ Hi ∈ Aβ ❡t i = iu (1 ≤ u ≤ v)✱
a˜v+1 , s✐ Hi /∈ Aβ✳
✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✮✳
 
 
 
 
 
 
 
 
 
H2
H3
H4 H5 H6
✲
A1 = {H2, H3}
A2 = {H4}
A3 = {H5, H6}
(i1 = 5, i2 = 6) H˜3
H˜1 H˜2
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ❉é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ A ❡♥ P2 ♣❛r r❛♣♣♦rt à A3
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✶✼ ✿
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❚❤é♦✲
rè♠❡ ✹✳✹✳✶✺✳
❙♦✐❡♥t π : E1(A)→ E1(Pv) ❧❛ s✉r❥❡❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡
ei 7→
{
e˜u , s✐ Hi ∈ Aβ ❡t i = iu (1 ≤ u ≤ v)✱
e˜v+1 , s✐ Hi /∈ Aβ,
π˜ : E∗(A) → E∗(Pv) ❧✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ✐♥❞✉✐t✱ ❡t p1 ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♥❛t✉r❡❧❧❡ p1 : E
∗(Pv)→
E∗(Pv)
I∗(Pv)
= A∗R(Pv), ♦ù I∗(Pv) ❡st ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r
❧❡s é❧é♠❡♥ts {e˜j1 · · · e˜jm | H˜j1 ∩ · · · ∩ H˜jm = ∅, 1 ≤ j1 < · · · < jm ≤ v + 1 }.
◆♦t♦♥s ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s φ = p1 ◦ π˜ : E
∗(A) → A∗R(Pv) ❧✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡
s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ R−❛❧❣è❜r❡s ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ I∗(A) ⊂ ker(φ).
❙♦✐❡♥t f1 ❡t f2 ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞❡ I∗(A) ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛✲
t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✶✺✳
✭❛✮ ❙♦✐t x = ∂(ei1 · · · eim) ∈ f1. ■❧ ❡①✐st❡ β1, ... , βm t♦✉s ❞✐st✐♥❝ts
t❡❧s q✉❡ Hi1 ∈ Aβ1 , ... , Him ∈ Aβm , ❡t ❝♦♠♠❡ m ≥ 3, ✐❧ ② ❛ ❢♦r❝é♠❡♥t
❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ♣❛r♠✐ Aβ1 , ... ,Aβm ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ Aβ. ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
π˜(ei1 · · · eim) = 0, ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ π˜(x) = 0, ♣✉✐s ❡♥✜♥ q✉❡ φ(x) = p1 ◦ π˜(x)
= 0.
✾✵
✭❜✮ ❙♦✐t x = ei1 · · · eim ∈ f2.
✕ ❙✐ m ≥ 3.
❖✉ ❜✐❡♥ ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ {Hi1 , ... , Him} ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❞❡s ❝❧❛ss❡s
t♦✉t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡t ❝♦♠♠❡ m ≥ 3, ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss❡s
s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ Aβ ❡t π˜(x) = 0. ❖✉ ❜✐❡♥ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ Aβ′
❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ {Hi1 , ... , Him}. ❙✐ β
′ 6= β,
❛❧♦rs ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ♦♥ ❛ q✉❡ π˜(x) = 0. ❙✐ β′ = β, ❛❧♦rs ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s
❞❡ Pv ✐♠❛❣❡ ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s {Hi1 , ... , Him} ❞❡ A ♦♥t ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
✈✐❞❡ ❡t ❞♦♥❝ π˜(x) ∈ I∗(Pv).
✕ ❙✐ m = 2.
❖✉ ❜✐❡♥ ❧❡s ❞❡✉① ❤②♣❡r♣❧❛♥s Hi1 , Hi2 s♦♥t ❞❛♥s Aβ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡✉r
✐♠❛❣❡ ❞❛♥s Pv s♦♥t ❞❡✉① ❤②♣❡r♣❧❛♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❡t π˜(x) ∈ I∗(Pv).
❖✉ ❜✐❡♥ Hi1 , Hi2 s♦♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝❧❛ss❡ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s π˜(x) = 0.
❈♦♠♠❡ π˜ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♦♥ ❛ π˜(I∗(A)) ⊂ I∗(Cl) , ❡t ❞♦♥❝ I∗(A) ⊂ ker(φ). ❆✈❡❝
❧❛ ♣r♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞❡ R−❛❧❣è❜r❡s s✉r❥❡❝t✐❢ ∆dir ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✶✼✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛ss❡r à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✾✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✾ ✿
❙♦✐t A = A1 ⊔ A2 ⊔ · · · ⊔ Al ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ A ❡♥ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡s
♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ Aβ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣♦✐♥t Pβ ∈ H¯
′
1 ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❛♥s
A¯′ é❣❛❧❡ à |A¯′Pβ | = |Aβ|+ 1. ◆♦t♦♥s mβ = |Aβ|.
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ µ(H¯ ′1, p) = 1, ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té
❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r p s✉r H¯ ′1. ◗✉✐tt❡ à ❝❤❛♥❣❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ♦♥
♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❡st P1, ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ A1. ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿
p | m1 + 1, et p ∤ mβ + 1, ∀ β ≥ 2. ✭✹✳✺✮
✾✶
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r p = 5
▲✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λk ❞✐✈✐s❛♥t d, ♦♥ ❛ q✉❡ p | d, ❞✬♦ù d−1 = −1 ∈ F×p .
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✶ ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿
H1(A∗Fp(A), ω1∧) ≃ ker{A
1
Fp(A)0
ω1∧−→ A2Fp(A)}.
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ker{A1Fp(A)0
ω1∧−→ A2Fp(A)} = 0.
❙♦✐t η =
∑d
i=2 ciai ∈ A
1
Fp(A)0, t❡❧ q✉❡ ω1 ∧ η = 0. ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ η = 0.
❈♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ t♦t❛❧❡ ∆tot : A
∗
Fp(A) → A
∗
Fp(Cl), t❡❧
q✉❡ ∆tot(ai) = a˜β, s✐ Hi ∈ Aβ, 1 ≤ β ≤ l.
❖♥ ❛ ∆tot(η) =
l∑
β=1
(
∑
Hi∈Aβ
ci) a˜β. ❆✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✻ ♦♥ ❛ q✉❡ η ∈ ker(∆tot), ❡t
❞♦♥❝ q✉❡ ✿ ∑
Hi∈Aβ
ci = 0, ∀ 1 ≤ β ≤ l. ✭✹✳✻✮
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
Aβ. ◆♦t♦♥s Aβ = {Hi1 , ... , Himβ }. ❖♥ ❛ ✿
∆dir : A
∗
Fp(A)→ A
∗
Fp(Pmβ),
t❡❧ q✉❡ {
∆dir(aij) = a˜j, ∀ 1 ≤ j ≤ mβ
∆dir(ak) = a˜mβ+1, Hk /∈ Aβ
.
❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞♦♥❝ ∆dir(ω1) = a˜1 + · · ·+ a˜mβ + (d− 1−mβ)a˜mβ+1,
❡t ∆dir(η) = ci1 a˜1 + · · · + cimβ a˜mβ +
∑
γ 6=β
(
∑
Hk∈Aγ
ck)a˜mβ+1 = ci1 a˜1 + · · · + cimβ a˜mβ
✾✷
❞✬❛♣rès ✭✹✳✻✮✳ ❙✐ β ≥ 2, ❛❧♦rs ❛✈❡❝ ✭✹✳✺✮ ♦♥ ❛ p ∤ d− 1−mβ.
P♦✉r ❧❡s ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❝❧❛ss❡s Aβ 6= A1, ♦♥ ❛ ❞♦♥❝
q✉❡ ∆dir(ω1) = a˜1 + · · ·+ a˜mβ + (d− 1−mβ)a˜mβ+1 ❡st t❡❧ q✉❡ d− 1−mβ ∈ F
×
p ,
❡t ∆dir(η) ∈ Fp · a˜1⊕ · · · ⊕ Fp · a˜mβ . ❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ✿ ∆dir(ω1)∧∆dir(η) = ∆dir(ω1 ∧ η)
= 0. ❆✐♥s✐ ∆dir(η) ∈ ker{Fp · a˜1 ⊕ · · · ⊕ Fp · a˜mβ
∆dir(ω1)∧
−→ A2Fp(Pmβ)}.
❆✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✹ ❡t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✸ ♦♥ ❛ ∆dir(η) = 0, ∀ β ≥ 2,
❞✬♦ù ci = 0, ∀Hi ∈ Aβ, β ≥ 2.
■❧ r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ci ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à ❧❛
❝❧❛ss❡A1. P❛r ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ♦♥ ♣♦s❡r❛m1 = l, ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ✿A1 = {H2, ... , Hl+1}.
❈♦♠♠❡ A¯′ ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ q✉❡ l < d−1. ❊❝r✐✈♦♥s
❞♦♥❝ η = c2a2+ · · ·+ cl+1al+1 ∈ A
1
Fp(A)0, ❡t ω1 = a2+ · · ·+ al+1+ al+2+ · · ·+ ad.
❯♥ ❝❛❧❝✉❧ r❛♣✐❞❡ ❞♦♥♥❡ ✿
ω1 ∧ η = −
d∑
j=l+2
l+1∑
i=2
ciaiaj. ✭✹✳✼✮
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts {aiaj, 2 ≤ i ≤ l+1, l+2 ≤ j ≤ d} s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❛♥s A2Fp(A).
❆✈❡❝ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❇r✐❡s❦♦r♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶✻ ♦♥ ❛ ✿
A2Fp(A) =
⊕
X∈L2(A)
A2X ,
♦ù L2(A) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A.
❖r ❧❡sXij = Hi∩Hj, 2 ≤ i ≤ l+1, l+2 ≤ j ≤ d, s♦♥t ❞❡ t❡❧s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳
❙♦✐t ❞♦♥❝ ✉♥ t❡❧ Xij :
✕ ❙✐ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ Xij ❡st ✷✱ ❛❧♦rs AXij = {Hi, Hj} ❡t A
2
Xij
=< aiaj > .
✕ ❙✐ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ Xij ❡st é❣❛❧❡ à m ≥ 3, ❛❧♦rs
Xij = Hi∩Hj∩Hj1∩· · ·∩Hjm−2 , ❡t AXij = {Hi, Hj, Hj1 , ... , Hjm−2} ❡st ❝❡♥✲
tr❛❧✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✶✵ ♦♥ ❛ ✿ A2Xij =< aiak, k ∈ {j, j1, ... , jm−2} > .
❆✐♥s✐ aiaj ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ A
2
Fp(A). ▲✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts
❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✹✳✼✮ ❞♦♥♥❡♥t ✿ ω1 ∧ η = 0⇒ η = 0, ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

✾✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡
▼✐❧♥♦r ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts
❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s
✺✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡✳
P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r ❛✉① ♦✉✈r❛❣❡s ❞❡ P✳ ❉❡❧✐❣♥❡ ❬✶✷❪
❡t ❈✳ ❱♦✐s✐♥ ❬✹✸❪✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♣✉r❡ ❞❡ ♣♦✐❞s q ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ (H,F ),
♦ù H ❡st ✉♥ Q−❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ F ❡st ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❞é❝r♦✐s✲
s❛♥t❡ ✭❞✐t❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡✮ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❝♦♠♣❧❡①❡ HC = H⊗QC ✭♠✉♥✐
❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ v ⊗Q α 7→ v ⊗Q α¯ ), t❡❧ q✉❡ ✿
✭✐✮ F ❡st ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ s, t ∈ Z, s < t, t❡❧s q✉❡
F sHC = HC ❡t F
tHC = 0,
✭✐✐✮ HC = F
aHC ⊕ F q−a+1HC, ∀a ∈ Z.
❙✐ ♦♥ ♣♦s❡ Ha,b = F aHC ∩ (F bHC) ♣♦✉r t♦✉t (a, b) t❡❧ q✉❡ a+ b = q, ❛❧♦rs ♦♥
❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
(α) HC =
⊕
a+b=q
Ha,b,
(β) Ha,b = Hb,a.
✾✹
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ HC ✈ér✐✜❛♥t
(α) ❡t (β), ❛❧♦rs H ❛❞♠❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♣✉r❡ ❞❡ ♣♦✐❞s q, ♦ù ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥
❞❡ ❍♦❞❣❡ F ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
F aHC =
⊕
s≥a
Hs,q−s.
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✷ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❍♦❞❣❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
ha,b(H) = dimCH
a,b.
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✸ ❙♦✐t (H,F ) ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♣✉r❡ ❞❡ ♣♦✐❞s q.
❆❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ f : H → H ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s
❞❡ ❍♦❞❣❡✱ s✐ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❞✉✐t f : HC → HC ✈ér✐✜❡ ✿
f(Ha,b) ⊂ Ha,b, ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (a, b) t❡❧ q✉❡ a+ b = q.
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳✹ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ t❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❍♦❞❣❡ ❛ ✉♥❡
✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ, ❡t ♥♦t♦♥s Ha,bλ = ker( f − λId|Ha,b ). ❆❧♦rs ♦♥ ❛ q✉❡ ✿
Ha,bλ = H
b,a
λ¯
❡t ha,b(Hλ) = h
b,a(Hλ¯),
♦ù ha,b(Hλ) = dimH
a,b
λ .
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✳✺ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❧✐ss❡✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ Hq(X,Q) ♦♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♣✉r❡ ❞❡ ♣♦✐❞s q, ♣♦✉r t♦✉t
q ≥ 0.
▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡ ❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r P✳ ❉❡❧✐❣♥❡ ❛✜♥ ❞❡
❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♣✉r❡ ❛✉① ✈❛r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉❛s✐✲
♣r♦❥❡❝t✐✈❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✻ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡ ✭▼❍❙✮ ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t (H,W,F )
t❡❧ q✉❡ ✿
✭✐✮ H ❡st ✉♥ Q−❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱
✭✐✐✮ W ❡st ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✜♥✐❡ ❞❡ H ❞✐t❡ ✧✜❧tr❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ♣♦✐❞s✧✱
✭✐✐✐✮ F ❡st ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✜♥✐❡ ❞❡ HC ❛♣♣❡❧é❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡✱ t❡❧❧❡
q✉❡ (GrWq H,F ) ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♣✉r❡ ❞❡ ♣♦✐❞s q ♣♦✉r t♦✉t q,
♦ù
GrWq H = WqH/Wq−1H,
❡t ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
F a(GrWq H)C = (F
aHC ∩WqHC +Wq−1HC)/Wq−1HC.
P♦✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡ (H,W,F ) ♦♥ ♥♦t❡
✾✺
Ha,b = GraF Gr
W
a+bHC,
❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
ha,b(H) = dimCH
a,b.
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✼ ❙♦✐t (H,W,F ) ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡✳
❙♦✐❡♥t f : H → H ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t f : HC → HC ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
✐♥❞✉✐t❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ f : H → H ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❍♦❞❣❡
♠✐①t❡s s✐ ✿
f(WqH) ⊂ WqH, ❡t f(F
aHC) ⊂ F
aHC, ∀ (q, a).
❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❞✉✐t f : Ha,b → Ha,b t❡❧ q✉❡ ✿
f(Ha,b) ⊂ Ha,b, ∀ (a, b).
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳✽ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ t❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡s
❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ, ❡t ♥♦t♦♥s Ha,bλ = ker( f − λId|Ha,b ). ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ✿
Ha,bλ = H
b,a
λ¯
❡t ha,b(Hλ) = h
b,a(Hλ¯),
♦ù ha,b(Hλ) = dimH
a,b
λ .
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✳✾ ✶✳ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲♣r♦❥❡❝t✐✈❡ s✉r C ❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ n+1. ❆❧♦rs ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ Hq(X,Q) s♦♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s
❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡s ♣♦✉r t♦✉t q ≥ 0, t❡❧s q✉❡ ha,b(Hq(X,Q)) = 0,
s✐ b > min(q, n+ 1).
❙✐ X ❡st ❧✐ss❡✱ ❛❧♦rs ha,b(Hq(X,Q)) = 0, s✐ a+ b < q.
❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❛♥s ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✸✳
✷✳ ❙♦✐t A ⊂ Cn+1 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r FA.
❆❧♦rs Hq(FA,Q) ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡ ♣♦✉r t♦✉t q ≥ 0, ❡t ❧❛
♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h : FA → FA ét❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡✱ ✐♥❞✉✐t ❞❡s ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡s ✿
hq : Hq(FA,Q)→ Hq(FA,Q).
❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡
hq : Hq(FA,C)→ Hq(FA,C),
♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r GraFH
q(FA,C) ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥❞✉✐t❡ ✿
hq : GraFH
q(FA,C)→ GraFH
q(FA,C).
❖♥ ♥♦t❡ GraFH
q(FA,C)λ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ ❞❡
❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
✾✻
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ A = {H1, ... , Hd} ⊂ Cn+1, d > n+ 1,
❡t n ≥ 1, ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❝❡♥tr❛❧ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ fA ❤♦✲
♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré d. ❈♦♠♠❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ A′ ⊂ PnC ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♣r♦❥❡❝t✐❢ ❛ss♦❝✐é✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ Hq(FA,C)1 ❡t Hq(FA,C)−1 s♦♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❍♦❞❣❡
♠✐①t❡s ❞❛♥s Hq(FA,Q), ∀q ≥ 0. ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r β ∈ µd, β 6= 1,−1, ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡
♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
Hq(FA,C)β,β¯ := H
q(FA,C)β ⊕Hq(FA,C)β¯ = ker((h
q)2 − 2Re(β)hq + Id)
✭q✉✐ s♦♥t ❡♥ ré❛❧✐té ❞é✜♥✐s s✉r R✮✳
P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♣♦✉r β = −1, ♦♥ ♣♦s❡ Hq(FA,C)β,β¯ = H
q(FA,C)−1.
❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❆✳ ❉✐♠❝❛ ❡t ●✳ ▲❡❤r❡r ❬✶✼❪ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✶✵ ✭❬✶✼❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✮ ❙♦✐t FA ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞✬✉♥ ❛rr❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❝❡♥tr❛❧ A ⊂ Cn+1. ❆❧♦rs
GrW2qH
q(FA,Q) 6=1 = 0, ∀ 0 < q ≤ n.
❖♥ ② tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳✶✶ ✭❬✶✼❪✱ ❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✹✮ ❙♦✐t A ⊂ Cn+1 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②✲
♣❡r♣❧❛♥s ❝❡♥tr❛❧✳ ❆❧♦rs Hq(M(A′),Q) = Hq(FA,Q)1 ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡
♣✉r❡ ❞❡ t②♣❡ (q, q), ∀q ≥ 0 ✭✈♦✐r ❬✷✹❪✮✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳✶✷ ❆✈❡❝ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✶✵ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡ Hq(FA,Q)
♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
ha,b(Hq(FA) 6=1) = 0, ♣♦✉r t♦✉t (a, b) t❡❧ q✉❡ a+ b = 2q.
▲❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳✶✶ ❞♦♥♥❡ ❡♥s✉✐t❡ ✿
hq,q(Hq(FA,C)) = h
q,q(Hq(FA)1) = dimH
q(FA)1 = bq(M(A
′)). ✭✺✳✶✮
✺✳✷ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s à ♣rés❡♥t ❞é✜♥✐r ❧❡ s♣❡❝tr❡✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ Sp(fA), ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
❝❡♥tr❛❧ A ⊂ Cn+1 ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ fA, ❡t q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s êtr❡ très
✉t✐❧❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
✾✼
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ A ⊂ Cn+1 ❡st ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡
Sp(fA) =
∑
α∈Q
nfA,α t
α,
❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿
nfA,α =
∑
q
(−1)q−ndimGrpF H˜
q(FA,C)λ, ❛✈❡❝ p = ⌊n+1−α⌋, λ = exp(−2iπα),
♦ù H˜q(FA,C)λ = Hq(FA,C)λ, ∀q 6= 0, H˜0(FA,C)λ = 0 ❡st ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ré❞✉✐t❡
❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ Hq(FA,C)λ, ❡t ⌊β⌋ := max{k ∈ Z | k ≤ β}.
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✷ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❧❡s
s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s Hq(FA,C)λ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦♥♦✲
❞r♦♠✐❡ T = (h∗)−1 = h¯∗, ❡t ❞♦♥❝ Hq(FA,C)Tλ = H
q(FA,C)h
∗
λ¯
.
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✸ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s dimGraF H˜
q(FA,C)λ, q 6= 0, ♦♥
✉t✐❧✐s❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡ Hq(FA,Q) ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
dimF aHq(FA)λ =
∑
a≤a′≤min(q,n)
q−a′≤s≤min(q,n)
ha
′,s(Hq(FA)λ).
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
dimGraF H˜
q(FA,C)λ = h
a,q−a(Hq(FA)λ) + h
a,q−a+1(Hq(FA)λ) + · · ·
+ ha,min(q,n)(Hq(FA)λ), si a ≤ min(q, n),
0 sinon. ✭✺✳✷✮
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✹ ❉✬❛♣rès ❬✻✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷❪ ♦♥ ❛ ✿
nfA,α = 0, s✐ α /∈]0, n+ 1[.
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ Sp(fA) ✈ér✐✜❡♥t ✉♥❡
s②♠étr✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❧✬❡st ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❬✶✻❪✳
P♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t x ∈ ∪H∈AH, x 6= 0, s♦✐t Lx = ∩H∈A,
x∈H
H. ◆♦t♦♥s Ax ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
❝❡♥tr❛❧ ✐♥❞✉✐t ♣❛r A s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ Tx ♣❛ss❛♥t ♣❛r x, ❡t tr❛♥s✈❡rs❛❧ à
Lx. ❈❤♦✐s✐ss♦♥s dimTx = codimLx ❡t ✐❞❡♥t✐✜♦♥s x ❛✈❡❝ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ Tx. ◆♦t♦♥s Fx
❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t Ax, ❡t h
∗
x ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡
h∗x : H
∗(Fx,C) → H∗(Fx,C).
✾✽
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✺ ✭❬✶✻❪✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✮ ❙♦✐t β ∈ µd, β 6= 1, ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡
❞❡ ❧✬✉♥✐té q✉✐ ♥✬❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♣♦✉r ❛✉❝✉♥❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h∗x,
❛✈❡❝ x ∈ ∪H∈AH, x 6= 0. ❆❧♦rs ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t H
n(FA,C)β,β¯ ❛ ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♣✉r❡ ❞❡ ♣♦✐❞s n. ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ β = exp(−2iπα), α ∈ Q,
❛❧♦rs ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s Sp(fA) ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ s②♠étr✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
nfA,α = nfA,n+1−α.
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡✳ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼❪ ❞❡ ◆✳ ❇✉❞✉r ❡t ▼✳ ❙❛✐t♦ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
s✉✐✈❛♥t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✻ ✭❬✼❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✮ ▲❡ s♣❡❝tr❡ Sp(fA) ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥✲
tr❛❧ ❡t ❡ss❡♥t✐❡❧ A ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ L(A).
❖♥ ② tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r ❝❛❧✲
❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts nfA,α ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧
❡t ❡ss❡♥t✐❡❧ A ⊂ C3. ◆♦t♦♥s ν(2)m ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ L(A′) ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té
m, m ≥ 3.
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✼ ✭❬✼❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✮ ❙♦✐t A ⊂ C3 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s
❝❡♥tr❛❧ ❡t ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ q✉❡ nfA,α = 0, s✐ αd /∈ Z,
❡t ♣♦✉r α = j
d
∈ ]0, 1], ❛✈❡❝ j ∈ [1, d] ∩ Z, ♦♥ ❛ ✿
nfA,α =
(
j−1
2
)
−
∑
m
ν(2)m
(
⌈jm/d⌉ − 1
2
)
,
nfA,α+1 = (j − 1)(d− j − 1)−
∑
m
ν(2)m (⌈jm/d⌉ − 1)(m− ⌈jm/d⌉),
nfA,α+2 =
(
d−j−1
2
)
−
∑
m
ν(2)m
(
m− ⌈jm/d⌉
2
)
− δj,d,
♦ù ⌈β⌉ := min{k ∈ Z | k ≥ β}, ❡t δj,d = 1, s✐ j = d, 0 s✐♥♦♥✳
❉♦♥♥♦♥s à ♣rés❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ s♣❡❝tr❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✷✳✽ ❙♦✐t A¯3 ⊂ C3 ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r
xyz(x− y)(x− z)(y − z).
❈✬❡st ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s tr❡ss❡s A3 ⊂ C4 ❞❡ ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳ ▲✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐❢ A¯′3 ❡st r❡♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ P❛r ❛❜✉s
❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❞♦♥❝ A3 ❝❡t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ fA3 ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❛ss♦❝✐é✱ ❡t F3
s❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r✳
✾✾
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞☞
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲▲
✓
✓
✓
✓
✓
✓
✓
✓
✓✓
❙
❙
❙
❙
❙
❙
❙
❙
❙❙
• •
•
•
■❝✐ d = 6, ❡t ♦♥ ❛ 4 ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té é❣❛❧❡ à 3. ▲❡ s❡✉❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t à ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡st ❞♦♥❝ ν
(2)
3 = 4. ▲❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés s♦♥t s♦✐t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞♦✉❜❧❡s✱ s♦✐t ❞❡s
♣♦✐♥ts tr✐♣❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ F3 ⊂ C3 ❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐ss❡✱ ❧❡s Hq(F3,Q),
❛✈❡❝ q ∈ {0, 1, 2}, s♦♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡s✱ ❞❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡
Hq(F3,C) = F 0 ⊃ F 1 ⊃ · · · ⊃ F q ⊃ 0,
❡t ❞❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ♣♦✐❞s
0 ⊂ Wq ⊂ · · · ⊂ W2q = H
q(F3,Q).
❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A3 ❛✈❡❝ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✼✳
✶✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ = 1, α = 1, 2 ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
nfA3 ,1 = 6, nfA3 ,2 = −5.
✷✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷✱ λ = −1, α = 1
2
, 3
2
, 5
2
❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
nfA3 ,
1
2
= 1, nfA3 ,
3
2
= 0, nfA3 ,
5
2
= 1.
✸✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✸✱ λ3 = exp(−2iπ/3), α =
1
3
, 4
3
, 7
3
❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
nfA3 ,
1
3
= 0, nfA3 ,
4
3
= 3, nfA3 ,
7
3
= −1.
✹✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✸✱ λ¯3 = exp(2iπ/3), α =
2
3
, 5
3
, 8
3
❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
nfA3 ,
2
3
= 3, nfA3 ,
5
3
= −1, nfA3 ,
8
3
= 0.
✺✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✻✱ λ6 = exp(−iπ/3), α =
1
6
, 7
6
, 13
6
❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
nfA3 ,
1
6
= 0, nfA3 ,
7
6
= 0, nfA3 ,
13
6
= 2.
✶✵✵
✻✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✻✱ λ¯6 = exp(iπ/3), α =
5
6
, 11
6
, 17
6
❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
nfA3 ,
5
6
= 2, nfA3 ,
11
6
= 0, nfA3 ,
17
6
= 0.
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷✳✾
Sp(fA3) = t
5/2 − t7/3 + 2t13/6 − 5t2 − t5/3 + 3t4/3 + 6t+ 2t5/6 + 3t2/3 + t1/2.
❯t✐❧✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✺✳✷✮
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ha,b(Hq(FA3)λ).
✶✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ = 1 :
❉✬❛♣rès ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳✶✶ ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✺✳✶✮ ♦♥ s❛✐t q✉❡ H1(F3)1 ❡t H
2(F3)1
s♦♥t ❞❡ t②♣❡ (1, 1) ❡t (2, 2) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
✕ nfA3 ,1 = 6 ⇒ h
2,2(H2(F3)1) = 6.
✕ nfA3 ,2 = −5 ⇒ h
1,1(H1(F3)1) = 5.
✷✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷✱ λ = −1 :
❖♥ s❛✐t q✉❡ H1(F3)−1 = 0 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑♦❤♥♦ ✸✳✷✳✽✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
s✐ p ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t tr✐♣❧❡✱ ❛❧♦rs Tp = (−1)
3 6= 1.
✕ nfA3 ,
1
2
= 1
⇒ dimGr2FH
2(F3)−1 − dimGr
2
FH
1(F3)−1 = 1
⇒ h2,0(H2(F3)−1) + h
2,1(H2(F3)−1) + h
2,2(H2(F3)−1) = 1
⇒ h2,0(H2(F3)−1) + h
2,1(H2(F3)−1) = 1, ❝❛r h
2,2(H2(F3)−1) = 0 ❞✬❛♣rès
✺✳✶✳✶✷✳
✕ nfA3 ,
3
2
= 0
⇒ dimGr1FH
2(F3)−1 − dimGr
1
FH
1(F3)−1 = 0
⇒ h1,1(H2(F3)−1) + h
1,2(H2(F3)−1) = 0
⇒ h1,1(H2(F3)−1) = h
1,2(H2(F3)−1) = 0
⇒ h2,1(H2(F3)−1) = 0 ❞✬❛♣rès ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳✽✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ h2,0(H2(F3)−1) = 1.
✕ nf3, 52
= 1
⇒ dimGr0FH
2(F3)−1 − dimGr
0
FH
1(F3)−1 = 1
⇒ h0,2(H2(F3)−1) = 1.
✸✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✸✱ λ3 = exp(−2iπ/3) :
❖♥ s❛✐t✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ q✉❡ H1(F3)λ3 ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✳
✕ nfA3 ,
1
3
= 0
⇒ dimGr2FH
2(F3)λ3 = 0
⇒ h2,0(H2(F3)λ3) + h
2,1(H2(F3)λ3) = 0
⇒ h2,0(H2(F3)λ3) = h
2,1(H2(F3)λ3) = 0.
✶✵✶
✕ nfA3 ,
4
3
= 3
⇒ dimGr1FH
2(F3)λ3 − dimGr
1
FH
1(F3)λ3 = 3
⇒ h1,1(H2(F3)λ3) + h
1,2(H2(F3)λ3)− h
1,0(H1(F3)λ3) = 3.
✕ nfA3 ,
7
3
= −1
⇒ dimGr0FH
2(F3)λ3 − dimGr
0
FH
1(F3)λ3 = −1
⇒ h0,2(H2(F3)λ3)− h
0,1(H1(F3)λ3) = −1.
❖r ♦♥ ❛ q✉❡ h0,1(H1(F3)λ3) ≤ 1, ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡
h0,1(H1(F3)λ3) = 1, ❡t h
0,2(H2(F3)λ3) = 0.
❈♦♠♠❡ dimH1(F3)λ3 = 1, ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ q✉❡ h
1,0(H1(F3)λ3) = 0.
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t s❡✉❧❡s ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s✱ ❡❧❧❡s ✈ér✐✲
✜❡♥t ✿
h1,1(H2(F3)λ3) + h
1,2(H2(F3)λ3) = 3. ✭✺✳✸✮
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ λ¯3.
✹✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✸✱ λ¯3 = exp(2iπ/3), ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦♥
❞é❞✉✐t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✿
✕ nfA3 ,
2
3
= 3
⇒ h2,0(H2(F3)λ¯3) + h
2,1(H2(F3)λ¯3) = 3.
❖r h2,0(H2(F3)λ¯3) = h
0,2(H2(F3)λ3) = 0, ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿
h2,1(H2(F3)λ¯3) = 3.
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✺✳✸✮ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿
h1,1(H2(F3)λ3) = 0.
✕ nfA3 ,
5
3
= −1
⇒ h1,1(H2(F3)λ¯3) + h
1,2(H2(F3)λ¯3)− h
1,0(H1(F3)λ¯3) = −1.
❖r✱ ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♦♥ ❛ q✉❡ h1,1(H2(F3)λ¯3) = 0 ❡t h
1,0(H1(F3)λ¯3) = 1.
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ h1,2(H2(F3)λ¯3) = 0.
❆ ❝❡ st❛❞❡ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ❞ét❡r♠✐♥é t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
✕ nfA3 ,
8
3
= 0.
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✶✵ ❆✈❡❝ ❬✶✸✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶❪ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✿
h0,1(H1(F3)λ3) = h
1,0(H1(F3)λ¯3) = 1.
✺✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✻✱ λ6 = exp(−iπ/3) :
❖♥ s❛✐t q✉❡ H1(F3)λ6 = 0 ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ 3.2.9.
✕ nfA3 ,
1
6
= 0
⇒ h2,0(H2(F3)λ6) + h
2,1(H2(F3)λ6) = 0
⇒ h2,0(H2(F3)λ6) = h
2,1(H2(F3)λ6) = 0.
✕ nfA3 ,
7
6
= 0
⇒ h1,1(H2(F3)λ6) + h
1,2(H2(F3)λ6) = 0
⇒ h1,1(H2(F3)λ6) = h
1,2(H2(F3)λ6) = 0.
✶✵✷
✕ nfA3 ,
13
6
= 2
⇒ h0,2(H2(F3)λ6) = 2.
❖♥ ♦❜t❡♥❛✐t ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡ h1,2(H2(F3)λ6), h
2,1(H2(F3)λ6),
❡t ❞❡ h2,2(H2(F3)λ6) ❛✈❡❝ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✺ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ H
2(F3,C)λ6,λ¯6
❡st ♣✉r❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ✷✳
✻✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✻✱ λ¯6 = exp(iπ/3) :
❖♥ ❞é❞✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷✳✶✶ ❘❡❣r♦✉♣♦♥s ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
s✉✐✈❛♥t ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h¯∗) ✿
H1(F3,C) H2(F3,C)
λ = 1 h1,1(H1(F3)1) = 5 h
2,2(H2(F3)1) = 6
λ = −1 h2,0(H2(F3)−1) = h
0,2(H2(F3)−1) = 1
λ3 h
0,1(H1(F3)λ3) = 1 h
1,2(H2(F3)λ3) = 3
λ¯3 h
1,0(H1(F3)λ¯3) = 1 h
2,1(H2(F3)λ¯3) = 3
λ6 h
0,2(H2(F3)λ6) = 2
λ¯6 h
2,0(H2(F3)λ¯6) = 2
❚r❛✐t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ s❡❝♦♥❞ ❡①❡♠♣❧❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✷✳✶✷ ❙♦✐t A ⊂ C3 ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❈❡✈❛ ❞é✜♥✐ ♣❛r
fA = (x
3 − y3)(x3 − z3)(y3 − z3) = 0.
■❝✐ d = 9, ❡t ♦♥ ❛ 12 ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té é❣❛❧❡ à 3. ▲❡ s❡✉❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t à
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡st ❞♦♥❝ ν
(2)
3 = 12. ❈❛❧❝✉❧♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t
❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✼ ✿
✶✵✸
✶✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ = 1, α = 1, 2 ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
nfA,1 = 16, nfA,2 = −8.
✷✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✾✱ λ1 = exp(−2iπ/9), α =
1
9
, 10
9
, 19
9
❡t ♦♥
tr♦✉✈❡ ✿
nfA, 19
= 0, nfA, 109
= 0, nfA, 199
= 9.
✸✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✾✱ λ¯1 = exp(2iπ/9), α =
8
9
, 17
9
, 26
9
❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
nfA, 89
= 9, nfA, 179
= 0, nfA, 269
= 0.
✹✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✾✱ λ2 = exp(−4iπ/9), α =
2
9
, 11
9
, 20
9
❡t ♦♥
tr♦✉✈❡ ✿
nfA, 29
= 0, nfA, 119
= 6, nfA, 209
= 3.
✺✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✾✱ λ¯2 = exp(4iπ/9), α =
7
9
, 16
9
, 25
9
❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
nfA, 79
= 3, nfA, 169
= 6, nfA, 259
= 0.
✻✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✸✱ λ3 = exp(−6iπ/9), α =
3
9
, 12
9
, 21
9
❡t ♦♥
tr♦✉✈❡ ✿
nfA, 39
= 1, nfA, 129
= 10, nfA, 219
= −2.
✼✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✸✱ λ¯3 = exp(6iπ/9), α =
6
9
, 15
9
, 24
9
❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
nfA, 69
= 10, nfA, 159
= −2, nfA, 249
= 1.
✽✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✾✱ λ4 = exp(−8iπ/9), α =
4
9
, 13
9
, 22
9
❡t ♦♥
tr♦✉✈❡ ✿
nfA, 49
= 3, nfA, 139
= 0, nfA, 229
= 6.
✾✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✾✱ λ¯4 = exp(8iπ/9), α =
5
9
, 14
9
, 23
9
❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
nfA, 59
= 6, nfA, 149
= 0, nfA, 239
= 3.
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷✳✶✸ ▲❡ s♣❡❝tr❡ Sp(fA) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
Sp(fA) = t
1/3 + 3t4/9 + 6t5/9 + 10t2/3 + 3t7/9 + 9t8/9 + 16t + 6t11/9 + 10t4/3 −
2t5/3 + 6t16/9 − 8t2 + 9t19/9 + 3t20/9 − 2t7/3 + 6t22/9 + 3t23/9 + t8/3 − t3.
❯t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✺✳✷✮ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ha,b(Hq(FA)λ).
✶✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ = 1 :
❉✬❛♣rès ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳✶✶ ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✺✳✶✮ ♦♥ s❛✐t q✉❡ H1(FA)1 ❡t H
2(FA)1
s♦♥t ❞❡ t②♣❡ (1, 1) ❡t (2, 2) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
✶✵✹
✕ nfA,1 = 16 ⇒ h
2,2(H2(FA)1) = 16.
✕ nfA,2 = −8 ⇒ h
1,1(H1(FA)1) = 8.
✷✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✾✱ λ1 = exp(−2iπ/9) : ❧❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ét❛♥t
❞❡s ♣♦✐♥ts tr✐♣❧❡s ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✺ q✉❡
h1,2(H2(FA)λ1) = h
2,1(H2(FA)λ1) = 0.
✕ nfA, 19
= 0
⇒ h2,0(H2(FA)λ1) = 0.
✕ nfA, 109
= 0
⇒ h1,1(H2(FA)λ1)− h
1,0(H1(FA)λ1) = 0.
✕ nfA, 199
= 9
⇒ h0,2(H2(FA)λ1)− h
0,1(H1(FA)λ1) = 9.
✸✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✾✱ λ¯1 = exp(2iπ/9) :
✕ nfA, 89
= 9
⇒ h2,0(H2(FA)λ¯1) = 9.
✕ nfA, 179
= 0
⇒ h1,1(H2(FA)λ¯1)− h
1,0(H1(FA)λ¯1) = 0.
✕ nfA, 199
= 0
⇒ h0,2(H2(FA)λ¯1)− h
0,1(H1(FA)λ¯1) = 0
⇒ h0,1(H1(FA)λ¯1) = 0.
P❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❡s s❡✉❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s s♦♥t
h0,2(H2(FA)λ1) = h
2,0(H2(FA)λ¯1) = 9.
✹✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✾✱ λ2 = exp(−4iπ/9) :
✕ nfA, 29
= 0
⇒ h2,0(H2(FA)λ2) = 0.
✕ nfA, 119
= 6
⇒ h1,1(H2(FA)λ2)− h
1,0(H1(FA)λ2) = 6.
✕ nfA, 209
= 3
⇒ h0,2(H2(FA)λ2)− h
0,1(H1(FA)λ2) = 3.
✺✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✾✱ λ¯2 = exp(4iπ/9) :
✕ nfA, 79
= 3
⇒ h2,0(H2(FA)λ¯2) = 3.
✕ nfA, 169
= 6
⇒ h1,1(H2(FA)λ¯2)− h
1,0(H1(FA)λ¯2) = 6.
✶✵✺
✕ nfA, 259
= 0
⇒ h0,2(H2(FA)λ¯2)− h
0,1(H1(FA)λ¯2) = 0.
P❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❡s s❡✉❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s s♦♥t
h1,1(H2(FA)λ2) = 6, h
0,2(H2(FA)λ¯2) = 3.
✻✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✸✱ λ3 = exp(−6iπ/9) :
✕ nfA, 39
= 1
⇒ h2,0(H2(FA)λ3) + h
2,1(H2(FA)λ3) = 1. ✭✺✳✹✮
✕ nfA, 129
= 10
⇒ h1,1(H2(FA)λ3) + h
1,2(H2(FA)λ3 − h
1,0(H1(FA)λ3) = 10.
✕ nfA, 219
= −2
⇒ h0,2(H2(FA)λ3)− h
0,1(H1(FA)λ3) = −2.
✼✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✸✱ λ¯3 = exp(6iπ/9) :
✕ nfA, 69
= 10
⇒ h2,0(H2(FA)λ¯3) + h
2,1(H2(FA)λ¯3) = 10.
✕ nfA, 159
= −2
⇒ h1,1(H2(FA)λ¯3) + h
1,2(H2(FA)λ¯3 − h
1,0(H1(FA)λ¯3) = −2.
✕ nfA, 249
= 1
⇒ h0,2(H2(FA)λ¯3)− h
0,1(H1(FA)λ¯3) = 1. ✭✺✳✺✮
❆✈❡❝ ✭✺✳✺✮ ♦♥ ❛ q✉❡ h0,2(H2(FA)λ¯3) = h
2,0(H2(FA)λ3) ≥ 1.
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ❛✈❡❝ ✭✺✳✹✮ q✉❡
h2,0(H2(FA)λ3) = h
0,2(H2(FA)λ¯3) = 1,
h2,1(H2(FA)λ3) = h
1,2(H2(FA)λ¯3) = 0, ❡t
h0,1(H1(FA)λ¯3) = h
1,0(H1(FA)λ3) = 0.
❉✬❛♣rès ❬✶✸✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶❪✱ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❈❡✈❛ ✈ér✐✜❡ ✿
h0,1(H1(FA)λ3) = h
1,0(H1(FA)λ¯3) = 2.
❖♥ tr♦✉✈❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿
h0,2(H2(FA)λ3) = h
2,0(H2(FA)λ¯3) = 0,
h1,1(H2(FA)λ3) = h
1,1(H2(FA)λ¯3) = 0, ❡t ❡♥✜♥
h1,2(H2(FA)λ3) = h
2,1(H2(FA)λ¯3) = 10.
✽✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✾✱ λ4 = exp(−8iπ/9) :
✕ nfA, 49
= 3
⇒ h2,0(H2(FA)λ4) = 3.
✶✵✻
✕ nfA, 139
= 0
⇒ h1,1(H2(FA)λ4)− h
1,0(H1(FA)λ4) = 0.
✕ nfA, 229
= 6
⇒ h0,2(H2(FA)λ4)− h
0,1(H1(FA)λ4) = 6.
✾✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✾✱ λ¯4 = exp(8iπ/9) :
✕ nfA, 59
= 6
⇒ h2,0(H2(FA)λ¯4) = 6.
✕ nfA, 149
= 0
⇒ h1,1(H2(FA)λ¯4)− h
1,0(H1(FA)λ¯4) = 0.
✕ nfA, 239
= 3
⇒ h0,2(H2(FA)λ¯4)− h
0,1(H1(FA)λ¯4) = 3.
P❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❡s s❡✉❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s s♦♥t
h2,0(H2(FA)λ4) = 3, h
0,2(H2(FA)λ¯4) = 3 ,
h0,2(H2(FA)λ4) = 6, h
2,0(H2(FA)λ¯4) = 6.
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷✳✶✹ ❘❡❣r♦✉♣♦♥s ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
s✉✐✈❛♥t ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h¯∗✮ ✿
✶✵✼
H1(FA,C) H2(FA,C)
λ = 1 h1,1(H1(FA)1) = 8 h
2,2(H2(FA)1) = 16
λ1 h
0,2(H2(FA)λ1) = 9
λ¯1 h
2,0(H2(FA)λ¯1) = 9
λ2 h
0,2(H2(FA)λ2) = 3
λ¯2 h
2,0(H2(FA)λ¯2) = 3
λ3 h
0,1(H1(FA)λ3) = 2 h
2,0(H2(FA)λ3) = 1, h
1,2(H2(FA)λ3) = 10
λ¯3 h
1,0(H1(FA)λ¯3) = 2 h
0,2(H2(FA)λ¯3) = 1, h
2,1(H2(FA)λ¯3) = 10
λ4 h
2,0(H2(FA)λ4) = 3, h
0,2(H2(FA)λ4) = 6
λ¯4 h
0,2(H2(FA)λ¯4) = 3, h
2,0(H2(FA)λ¯4) = 6
❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❆✳ ❉✐♠❝❛ ❡t ●✳ ▲❡❤r❡r ❬✶✼❪✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡
❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❍♦❞❣❡ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❈❡✈❛ A ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡
✺✳✷✳✶✹✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❬✶✼✱ ❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶❪ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❬✶✼✱ ❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✸❪✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞❡ ❬✶✼✱ ❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶ ✭✐✐✐✮❪ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛r✲
t✐❝❧❡✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❛♣♣♦rt❡r♦♥s ✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ à ❬✶✼✱ ❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✸❪✱ ♦ù ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
h1,2(H2(FA)λ¯3) = 7, λ¯3 = exp(2iπ/3) ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ h
∗)
❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ 10.
❙♦✐t Y ⊂ P3C ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐ss❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
✶✵✽
xd + yd + zd + td = 0, d > 1,
❡t ♥♦t♦♥s U = P3C\Y s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
❙♦✐t λ = exp(2iπ/d). ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ s✉r P3C ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
λ · (x : y : z : t) = (x : y : z : λ−1t),
♣♦✉r t♦✉t (x : y : z : t) ∈ P3C.
❙♦✐t ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ i : Y → P3C, ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ Y ♣❛r ✿
H∗0 (Y ) := coker{i
∗ : H∗(P3C,Q)→ H
∗(Y,Q)}.
❖♥ ❛ q✉❡ H20 (Y ) ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♣✉r❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ✷ ✿
H20 (Y ) = H
2,0(H20 (Y ))⊕H
1,1(H20 (Y ))⊕H
0,2(H20 (Y )).
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✶✺ ❈♦♠♠❡ H20 (Y ) =
H2(Y,Q)
Im{i∗:H2(P3
C
,Q)→H2(Y,Q)} ,
❛✈❡❝ H2(P3C,Q) = C
1,1, ♦♥ ❛ ✿
ha,b(H20 (Y )) = h
a,b(H2(Y,Q)), s✐ (a, b) 6= (1, 1), ❡t
h1,1(H20 (Y )) = h
1,1(H2(Y,Q))− 1.
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❘és✐❞✉ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✱ ❞❡ t②♣❡
❍♦❞❣❡ (−1,−1), ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s h2,0(H20 (Y )), h
1,1(H20 (Y )),
❡t h0,2(H20 (Y )), à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s h
3,1(H3(U)), h2,2(H3(U)), ❡t h1,3(H3(U)) :
H3(U)
(−1,−1)
R // H20 (Y ).
◆♦t♦♥s f ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré d : f(x, y, z, t) = xd + yd + zd + td,
❡t M(f) = C[x,y,z,t]
(xd−1,yd−1,zd−1)
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r✳
❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡ F ❞❡ H3(U) :
H3(U) = F 1H3(U) ⊃ F 2H3(U) ⊃ F 3H3(U) ⊃ F 4H3(U) = 0,
♦♥ ❛ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❆✳ ❉✐♠❝❛✱ ✈♦✐r
❬✶✺✱ ♣✳ ✶✾✸✲✶✾✹❪ ✿
M(f)t d−4 = F
sH3(U)/F s+1H3(U), ♣♦✉r t = 3− s+ 1.
❉❡ ♣❧✉s✱ à ✉♥ ♠♦♥ô♠❡
xv1yv2zv3tv4 ∈M(f)t d−4
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
xv1yv2zv3tv4Ω
f s
∈ H3(U),
❛✈❡❝ Ω = ∆(dx∧dy∧dz∧dt) = xdy∧dz∧dt−ydx∧dz∧dt+zdx∧dy∧dt−tdx∧dy∧dz.
❈♦♠♠❡ H3(U) = H3,1(H3(U))⊕H2,2(H3(U))⊕H1,3(H3(U)), ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t ❧❡s é❣❛❧✐tés ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✵✾
h3,1(H3(U)) = dimM(f)d−4 (t = 1, s = 3),
h2,2(H3(U)) = dimM(f)2d−4 (t = 2, s = 2).
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ M(f)d−4 ❡t ❞❡
M(f)2d−4.
✶✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ M(f)d−4 :
❈♦♠♠❡ d− 4 ≤ d− 2, ♦♥ ❛
M(f)d−4 = G0 ⊕G1 · t⊕ · · · ⊕Gd−4 · t
d−4,
♦ù Gv ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ C[x, y, z, t] ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ♠♦✲
♥ô♠❡s ❡♥ x, y, z ❞❡ ❞❡❣ré d− 4− v.
❙♦✐t ✉♥ ♠♦♥ô♠❡ gv ∈ Gv.❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡ gv s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ gv = x
v1yv2zv3 ,
❛✈❡❝ v1 + v2 + v3 = d− 4− v, ❡t 0 ≤ v1, v2, v3 ≤ d− 4− v.
■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ d−4−v+1 ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r v1. ❙✐ v1 = k, 0 ≤ k ≤ d−4−v,
❛❧♦rs v2 + v3 = d − 4 − v − k, ❡t v2 ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣r❡♥❞r❡ d − 4 − v − k + 1
✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ 0 ❡t d− 4− v− k. ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ❛ d− 4− v− k+1
❝♦✉♣❧❡s (v2, v3) = (v2, d− 4− v− k− v2) ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐①
♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ tr✐♣❧❡t (v1, v2, v3) s♦♥t ✿
v1 = 0 v1 = 1 ... v1 = d− 4− v
v2 + v3 = d− 4− v v2 + v3 = d− 5− v v2 + v3 = 0
v2 = 0 v2 = 0 v2 = 0
✳✳✳
✳✳✳
v2 = d− 5− v
v2 = d− 4− v
▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ Gv ❡st ✿
d−4−v∑
k=0
(d−4−v−k+1) = (d−4−v+1)+(d−4−v)+ · · ·+1 =
(
d− 2− v
2
)
.
❊♥✜♥✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h∗λ s✉r H
3,1(H3(U)) ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s gvΩ
f3
. ❖r ♦♥ ❛ q✉❡
h∗λ(
gvΩ
f3
) = λd−(v+1) gvΩ
f3
, ∀gv ∈ Gv,
❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
H3,1(H3(U)) =
d−4⊕
v=0
C
(d−2−v2 )
λd−(v+1)
,
✶✶✵
♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t k = d− (v + 1) :
H3,1(H3(U)) =
d−1⊕
k=3
C
(k−12 )
λk
,
❝❡ q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ❬✶✼✱ ❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶ ✭✐✮❪✳
✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ M(f)2d−4 :
❈♦♠♠❡ 2d− 4 ≥ d− 2 ♣♦✉r d ≥ 2, ♦♥ ❛ q✉❡
M(f)2d−4 = G0 ⊕G1 · t⊕ · · · ⊕Gd−2 · t
d−2,
♦ù Gv ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ C[x, y, z, t] ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ♠♦✲
♥ô♠❡s ❞❡ t②♣❡ xv1yv2zv3 ❞❡ ❞❡❣ré 2d− 4− v, ❛✈❡❝ 0 ≤ v1, v2, v3 ≤ d− 2.
❙♦✐t gv = x
v1yv2zv3 ∈ Gv ✉♥ t❡❧ ♠♦♥ô♠❡✳
❖♥ ❞♦✐t ❛❧♦rs ❛✈♦✐r v1 + v2 + v3 = 2d− 4− v, ❡t 0 ≤ v1, v2, v3 ≤ d− 2.
❈♦♠♠❡ 2d−4−v ≥ d−2, v1 ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r❡ ❝♦♠♣r✐s❡
❡♥tr❡ 0 ❡t d− 2. ❋✐①♦♥s v1 = k. ❆❧♦rs ♦♥ ❛ v2 + v3 = 2d− 4− v − k,
❛✈❡❝ 2d− 4− v − k ≥ d− 2⇔ k ≤ d− 2− v.
✕ ❙✐ 0 ≤ k ≤ d− 2− v, ❛❧♦rs v2 + v3 = 2d− 4− v− k ≥ d− 2. ❖♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝
t♦✉❥♦✉rs ✈❡✐❧❧❡r à ❝❡ q✉❡ 0 ≤ v2, v3 ≤ d− 2.
❖r v3 = 2d− 4− v − k − v2 ≤ d− 2⇔ v2 ≥ d− 2− v − k. ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
❝❤♦✐s✐r d − 2 − v − k ≤ v2 ≤ d − 2, ❡t ♦♥ ❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t v + k + 1 ❝♦✉♣❧❡s
(v2, v3) ♣♦ss✐❜❧❡s✳
✕ ❙✐ d− 2− v < k ≤ d− 2, ❛❧♦rs v2 + v3 = 2d− 4− v − k < d− 2, ❡t ❝❡tt❡
❢♦✐s✲❝✐ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r 0 ≤ v2 ≤ 2d−4−v−k. ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ 2d−4−v−k+1
❝♦✉♣❧❡s (v2, v3) ♣♦ss✐❜❧❡s✳
❖♥ tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
dimGv =
d−2−v∑
k=0
v + 1 + k +
d−2∑
k=d−2−v+1
2d− 4− v − k + 1,
dimGv =
(d+ v)(d− 1− v)
2
+
(2d− 3− v)v
2
.
❊♥✜♥✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h∗λ s✉r H
2,2(H3(U)) ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s gvΩ
f3
. ❖r ♦♥ ❛ q✉❡
h∗λ(
gvΩ
f2
) = λd−(v+1) gvΩ
f2
, ∀gv ∈ Gv,
❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
H2,2(H3(U)) =
d−2⊕
v=0
Cµv
λd−(v+1)
,
✶✶✶
❛✈❡❝ µv =
(d+v)(d−1−v)
2
+ (2d−3−v)v
2
.
❊♥ ♣♦s❛♥t k = d− (v+1) ❡t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ µd−1−k = µk−1, ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
H2,2(H3(U)) =
d−1⊕
k=1
Cµk−1
λk
.
❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t λk, 0 ≤ k ≤ d− 1. ❖♥ ❛ ✿
h3,1(H3(U)λk) =
(
k − 1
2
)
,
h1,3(H3(U)λk) = h
3,1(H3(U)λd−k) =
(
d− k − 1
2
)
,
h2.2(H3(U)λk) = µk−1.
❊♥✜♥✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ r❛♣✐❞❡ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❬✶✼✱ ❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶ ✭✐✐✐✮❪ ❡♥
✈ér✐✜❛♥t q✉❡ ✿ (
k−1
2
)
+
(
d−k−1
2
)
+ µk−1 = d
2 − 3d+ 3.
❆♣rès ❝❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s✱ ❧✬❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✸ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
❞❡ ❍♦❞❣❡ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❈❡✈❛ A ⊂ C3, ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
h1,2(H2(FA)λ¯3). ❉✬❛♣rès ❬✶✼✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷❪ ♦♥ ❛ ✿
h1,2(H2(FA)λ¯3) = h
0,1(H20 (X)λ¯3),
♦ù X ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭s✐♥❣✉❧✐èr❡✮ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r FA :
X : fA(x, y, z)− t
9 = 0 ⊂ P3C.
❆✈❡❝ ❬✶✼✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✸❪ ♦♥ ❛ ❡♥s✉✐t❡ ✿
h0,1(H20 (X)λ¯3) =
∑
s∈Σ
h1,2(H2(Fs)λ¯3)− h
2,1(H30 (X)λ3),
♦ù Σ = {s1, ... , s12} ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡ X, ❡t Fs ❧❛ ✜❜r❡
❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞❡ ❧❛ s✐♥❣✉❧❛r✐té (X, s).
❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❊①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s h1,2(H2(Fs)λ¯3)
s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ✿
h1,2(H2(Fs)λ¯3) = 1, ∀s.
❊♥✜♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❬✶✼✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷❪ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
h2,1(H30 (X)λ3) = h
0,1(H1(FA)λ3) = 2,
❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝❤❡r❝❤é❡ ✈❛✉t
h1,2(H2(FA)λ¯3) = 12− 2 = 10,
❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ♥♦s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷✳✶✹✳
✶✶✷
❉❛♥s ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦♥s à ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ♥♦♠❜r❡s ❞❡
❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡s ha,b(Hq(F,C)) ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r F ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧
A ⊂ Cn+1. ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à s❛✈♦✐r s✐ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r F ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ha,b(Hq(F,C)) = 0, ∀a 6= b, ∀q, ✭✺✳✻✮
❡t q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h∗ ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été ✭✺✳✻✮ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛rr❛♥✲
❣❡♠❡♥ts ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s✱ ❡t ♦♥ s❛✐t ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s A q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❧❛ ✈ér✐✜❡✱ ✈♦✐r ❬✷✹❪ ✿
Hq(M(A),C)) ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♣✉r❡ ❞❡ t②♣❡ (q, q).
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ s✐ h∗ ❡st tr✐✈✐❛❧❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H∗(F,C),
❛❧♦rs Hq(F,C) = Hq(F )1 = Hq(M(A′),C) = Hq,q(Hq(M(A′),C)), ❡t F ✈ér✐✜❡
✭✺✳✻✮✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ✈r❛✐❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡
❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A ⊂ C2 ❛✈❡❝ ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳✶✷✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❡t ❡ss❡♥t✐❡❧ A ⊂ C3 : ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥
rés✉❧t❛t ❞❡ ❆✳ ❉✐♠❝❛✱ ✈♦✐r ❬✶✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠ê♠❡ ❛rt✐❝❧❡✱ ❆✳ ❉✐♠❝❛
❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s C8 ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❢❛✉ss❡✱
♠❛✐s ❧❛ q✉❡st✐♦♥ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ♦✉✈❡rt❡ ♣♦✉r 3 ≤ n ≤ 6. ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ❞✬ét✉✲
❞✐❡r ❧❡ ❝❛s n = 3.
❙♦✐t ❞♦♥❝ A = {H1, ... , Hd} ⊂ C4 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ d
❤②♣❡r♣❧❛♥s✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ Q(x, y, z, t) ∈ C[x, y, z, t] ❞❡ ❞❡❣ré
d, ❡t ❞❡ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r F = Q−1(1) ⊂ C4.
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥❡ ❛rêt❡ X ∈ L(A) ❡st ❞❡♥s❡ s✐ ❧❡ s♦✉s✲❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
AX ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s✉r C4
t❡❧❧❡s q✉❡
QX(x, y, z, t) = QX1(x, y, z)× t, ♦✉ QX(x, y, z, t) = QX1(x, y)×QX2(z, t),
♦ùQX ❡st ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ q✉✐ ❞é✜♥✐tAX , ❡tQX1, QX2 s♦♥t ❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s
❤♦♠♦❣è♥❡s ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥ts✳
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♦♥ ❛❞♦♣t❡r❛ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❙ ❞és✐❣♥❡r❛ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡♥s❡s ❡①❝❡♣té ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ A, ❡t ❙ (c)
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡♥s❡s ❞❡ ❙ ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ c.
✕ ❖♥ ♥♦t❡r❛ nα = nQ,α ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶ ❛ss♦❝✐é à
♥♦tr❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A.
❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❝❡♥tr❛✉① ré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ C4 s♦♥t ❞❡
❞❡✉① t②♣❡s ✭❛♣rès ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✮ ✿
✶✶✸
✕ ❚②♣❡ ✶ ✿ Q(x, y, z, t) = Q1(x, y, z)× t
✕ ❚②♣❡ ✷ ✿ Q(x, y, z, t) = Q1(x, y)×Q2(z, t),
♦ù ❧❡s Qi s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥ts✳
◆♦tr❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶✻ ❙♦✐t A ⊂ C4 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❡t ❡ss❡♥t✐❡❧✱ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡
d ❤②♣❡r♣❧❛♥s✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿
✭✐✮ ▲❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h∗ ❡st tr✐✈✐❛❧❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H∗(F,C).
✭✐✐✮ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡s ✈ér✐✜❡♥t ha,b(Hq(F,C)) = 0, ∀a 6= b, ∀q.
✭✐✐✐✮ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ s♣❡❝tr❡ nα s♦♥t ♥✉❧s ♣♦✉r t♦✉t α /∈ Z.
P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ♥♦tr❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶✼ ✭❬✸✾❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✮ ❙♦✐t A ⊂ Cn+1 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧
❡t ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❆❧♦rs ✿
A ❡st ré❞✉❝t✐❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ E(M(A′)) = 0,
♦ù E(M(A′)) =
∑
q(−1)
qdimHq(F )β, ∀β ∈ µd, ❡st ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬❊✉❧❡r ❞✉
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ M(A′).
◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❨✳❨♦♦♥ ✭❞✉ t②♣❡ ❚❤é♦✲
rè♠❡ ✺✳✷✳✼ ❣é♥ér❛❧✐sé à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s C4,
✈♦✐r ❬✹✹✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶❪✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✷✳✶✽ ❙♦✐t A ⊂ C4 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ t②♣❡ ✷✳
◆♦t♦♥s A = A1 × A2 s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐rré❞✉❝✲
t✐❜❧❡s✱ ❛✈❡❝ A1 : Q1(x, y) = 0, ❡t A2 : Q2(z, t) = 0.
◆♦t♦♥s d1 = |A1|, d2 = |A2|, d = d1 + d2. ❙✉♣♣♦s♦♥s d1 ≥ 3 ❡t d2 ≥ 3.
❆❧♦rs ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t A s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
n1 = (d1 − 1)(d2 − 1), n2 = 1− d1d2, n3 = d1 + d2 − 1,
❡t ♣♦✉r 1 ≤ j ≤ d− 1 ♦♥ ❛ ✿
nj/d =
{
0 s✐ d ∤ jd1
−(⌈jd1/d⌉ − 1)(⌈jd1/d⌉ − j + 1) s✐♥♦♥
,
n4−j/d =
{
0 s✐ d ∤ jd1
(⌊jd1/d⌋ − 1)(⌊jd1/d⌋ − j + 1) s✐♥♦♥
,
✶✶✹
n1+j/d =
{
0 s✐ d ∤ jd1
3⌈jd1/d⌉
2 + (−d1 + d2 − 3j)⌈jd1/d⌉+ (−1 + j)d1 − d2 + j + 1 s✐♥♦♥
,
n3−j/d =
{
0 s✐ d ∤ jd1
−3⌊jd1/d⌋
2 + (d1 − d2 + 3j)⌊jd1/d⌋+ (1− j)d1 + d2 − j − 1 s✐♥♦♥
.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✺✳✷✳✶✽ ✿
P♦✉r ✉♥ t❡❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❙ (3) = ∅ ❡t ❙ (2) = {V1, V2},
♦ù V1 := {x = y = 0} ❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡♥s❡ ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té d1,
❡t V2 := {z = t = 0} ❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡♥s❡ ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té d2.
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❬✹✹✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶❪ ✿
✕ nj/d =
(
j−1
3
)
−(j−3)
(
⌈jd1/d⌉−1
2
)
+2
(
⌈jd1/d⌉−1
3
)
−(j−3)
(
⌈jd2/d⌉−1
2
)
+2
(
⌈jd2/d⌉−1
3
)
,
✕ n1+j/d = (d− j − 1)
(
j−1
2
)
− (⌈jd1/d⌉ − 1)⌊(d− j)d1/d⌋(j − 2)
−(d− j − 1− 2⌊(d− j)d1/d⌋)
(
⌈jd1/d⌉−1
2
)
− (⌈jd2/d⌉ − 1)⌊(d− j)d2/d⌋(j − 2)
− (d− j − 1− 2⌊(d− j)d2/d⌋)
(
⌈jd2/d⌉−1
2
)
,
♣♦✉r j ∈ {1, ... , d}, ❡t
✕ n4−j/d =
(
j−1
3
)
− (j−3)
(
⌊jd1/d⌋
2
)
+2
(
⌊jd1/d⌋
3
)
− (j−3)
(
⌊jd2/d⌋
2
)
+2
(
⌊jd2/d⌋
3
)
+δ0,j,
✕ n3−j/d = (d− j − 1)
(
j−1
2
)
− ⌊jd1/d⌋(⌈(d− j)d1/d⌉ − 1)(j − 2)
−(d− j − 1− 2(⌈(d− j)d1/d⌉ − 1) )
(
⌊jd1/d⌋
2
)
−⌊jd2/d⌋(⌈(d−j)d2/d⌉−1)(j−2)−(d−j−1−2(⌈(d−j)d2/d⌉−1) )
(
⌊jd2/d⌋
2
)
.
♣♦✉r j ∈ {0, ... , d− 1}.
▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts n1 ❡t n2 s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t j = d, ❡t n3, n4 ❡♥ ♣r❡♥❛♥t
j = 0. ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t j ∈ {1, ... , d− 1}.
❖♥ tr♦✉✈❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t nj/d ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ⌈jd2/d⌉ = j − ⌊jd1/d⌋ ❡t ❡♥ ❢❛❝t♦r✐s❛♥t
♣❛r j + 1− ⌈jd1/d⌉ − ⌈jd2/d⌉.
❖♥ tr♦✉✈❡ n4−j/d ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ⌊jd2/d⌋ = j − ⌈jd1/d⌉ ❡t ❡♥ ❢❛❝t♦r✐s❛♥t
♣❛r j − 1− ⌊jd1/d⌋ − ⌊jd2/d⌋.
✶✶✺
❆✈❡❝ ⌈(d− j)d1/d⌉ = d1 − ⌊jd1/d⌋, ⌈(d− j)d2/d⌉ = d2 − ⌊jd2/d⌋, ❡t ❡♥ ❢❛❝t♦✲
r✐s❛♥t ♣❛r ⌊jd1/d⌋+ ⌊jd2/d⌋ − j + 1, ♦♥ tr♦✉✈❡ n3−i/d✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ n1+j/d ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ⌊(d− j)d1/d⌋ = d1 − ⌈jd1/d⌉,
⌊(d− j)d2/d⌋ = d2 − ⌈jd2/d⌉, ❡t ❡♥ ❢❛❝t♦r✐s❛♥t ♣❛r ⌈jd1/d⌉+ ⌈jd2/d⌉ − j − 1.

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✶✾ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ s♣❡❝tr❡ ♣♦✉r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ t②♣❡
✷ ❛✈❡❝ pgcd(d1, d2) = 1 ♦♥t ❞é❥à été ❝❛❧❝✉❧és✱ ✈♦✐r ❬✹✹✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✻❪✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✷✳✷✵ ❙♦✐t A ⊂ C4 ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ t②♣❡ ✷✳
◆♦t♦♥s A = A1 × A2 s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐rré❞✉❝✲
t✐❜❧❡s✱ d1 = |A1|, d2 = |A2|, d = d1 + d2.
❙✉♣♣♦s♦♥s d1 ≥ 3, d2 ≥ 3, ❡t pgcd(d1, d2) = e > 1.
❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ α ∈]0, 1[, t❡❧ q✉❡ nα ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✺✳✷✳✷✵ ✿
❉✬❛♣rès ❬✶✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹❪✱ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h∗ ❡st ❞✬♦r❞r❡ e.
❙♦✐t ❞♦♥❝ β = exp(−2iπk/e), 1 ≤ k ≤ e, ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ e❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳
◆♦t♦♥s d′1 ≥ 1, d
′
2 ≥ 1, ❡t d
′ ≥ 2 ❧❡s ❡♥t✐❡rs t❡❧s q✉❡ d1 = d
′
1e, d2 = d
′
2e, ❡t d = d
′e.
❆❧♦rs β = exp(−2iπkd′/d), d′ ≤ kd′ ≤ d, ❡t ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✷✳✶✽ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t nα, α = kd
′/d, ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ A.
✕ ❙✐ e ≥ 3, ❛❧♦rs ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t 1 < k < e ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✷✳✶✽
❛✈❡❝ j = kd′, d′ < j < d, ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
nkd′/d = (kd
′
1 − 1)(kd
′
2 − 1),
❝❛r kd′d1 = kd
′
1d ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r d. ❈♦♠♠❡ kd
′
1, kd
′
2 > 1, ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t nkd′/d
❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳
✕ ❙✐ e = 2, ❛❧♦rs ♣♦✉r k = 1 ❡t j = d′, ♦♥ tr♦✉✈❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ✿
nd′/d = (d
′
1 − 1)(d
′
2 − 1).
❖r d′1, d
′
2 ≥ 2 ✭❝❛r d1, d2 ≥ 3 ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✮✱ ❞♦♥❝ nd′/d ❡st ❜✐❡♥ str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐❢✳

✶✶✻
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é♠♦♥tr❡r ♥♦tr❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶✻ ✿
✕ (i)⇒ (ii) ❡st ❝❧❛✐r✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❡♥ ❛ ❞✐s❝✉té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
✕ (ii)⇒ (i) : ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (ii) ❡st ✈ér✐✜é✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t β ∈ µd, β 6= 1, ♦♥
❛ ✿
H1(F )β = H
1,1(H1(F )β) = 0,
H2(F )β = H
1,1(H2(F )β), ❡t H
2(F )β = 0 s✐ β ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ d❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡
❧✬✉♥✐té✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✾ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑♦❤♥♦✳
H3(F )β = H
2,2(H3(F )β), ❡t h
2,2(H3(F )β) = −E(M(A
′)) s✐ β ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡
d❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳
❙✐ β 6= 1, ❡t s✐ α ∈]0, 1[ ❡st t❡❧ q✉❡ β = exp(−2iπα), ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r
❛✈❡❝ ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ C4
♦♥ ❛ ✿
E(M(A′)) = −nα − n1+α − n3−α − n4−α,
❡t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù F ✈ér✐✜❡ (ii) ♦♥ ❛ ✿
h1,1(H2(F )β) = −n3−α, h
2,2(H3(F )β) = n1+α.
❈❤♦✐s✐ss♦♥s ❞♦♥❝ β = λ = exp(2iπ/d), α = (d−1)/d. ❈♦♠♠❡ λ ❡st ♣r✐♠✐t✐✈❡✱
♦♥ ❛ dimH2(F )λ = −n3− d−1
d
= 0.
❯t✐❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❨✳❨♦♦♥ ❬✹✹✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶❪ ✿
✶✳ n3− d−1
d
= −
∑
W∈❙ (3)(⌈mW/d⌉ − 1)
(
⌊(d−1)mW /d⌋
2
)
−
∑
V ∈❙ (2)
(
⌊(d−1)mV /d⌋(⌈mV /d⌉−1)(d−3)+ (2−2⌈mV /d⌉)
(
⌊(d−1)mV /d⌋
2
) )
+
∑
V ∈❙ (2)
∑
W∈❙ (3)
W⊂V
(
⌊(d−1)mV /d⌋(⌈mV /d⌉−1)(⌊(d−1)mW/d⌋−⌊(d−
1)mV /d⌋) + (⌈mW/d⌉ − 1)
(
⌊(d−1)mV /d⌋
2
) )
.
✷✳ n1+ d−1
d
= −
∑
W∈❙ (3)⌊mW/d⌋
(
⌈(d−1)mW /d⌉−1
2
)
−
∑
V ∈❙ (2)
(
(⌈(d−1)mV /d⌉−1)⌊mV /d⌋(d−3)− 2⌊mV /d⌋
(
⌈(d−1)mV /d⌉−1
2
) )
✶✶✼
+
∑
V ∈❙ (2)
∑
W∈❙ (3)
W⊂V
(
(⌈(d−1)mV /d⌉−1)⌊mV /d⌋(⌈(d−1)mW/d⌉−⌈(d−
1)mV /d⌉) + ⌊mW/d⌋
(
⌈(d−1)mV /d⌉−1
2
) )
.
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
⌈mV /d⌉ = ⌊mV /d⌋+ 1,
❡t
⌈(d− 1)mV /d⌉ = ⌊(d− 1)mV /d⌋+ 1,
♦♥ ✈♦✐t r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ n3− d−1
d
= n1+ d−1
d
= 0.
❆✐♥s✐ E(M(A′)) = −h2,2(H3(F )λ) = −n1+ d−1
d
= 0 ❡t A ❡st ré❞✉❝t✐❜❧❡
❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶✼✳
❈♦♠♠❡ A ❡st ré❞✉❝t✐❜❧❡✱ A ❡st ❞❡ t②♣❡ ✶ ♦✉ ✷✳
✶✳ ❙✐ A ❡st ❞❡ t②♣❡ ✶✱ ❛❧♦rs A = A1 × A2, ♦ù A1 : Q1(x, y, z) = 0 ❡st
❝♦♥st✐t✉é ❞❡ d− 1 ❤②♣❡r♣❧❛♥s✱ ❡t A2 ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ {t = 0}.
❈♦♠♠❡ pgcd(|A1|, |A2|) = 1 ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✈❡❝ ❬✶✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷❪ q✉❡
h∗ ❡st tr✐✈✐❛❧❡✳
✷✳ ❙✐ A ❡st ❞❡ t②♣❡ ✷✱ ❛❧♦rs A = A1 ×A2, ❛✈❡❝ A1 : Q1(x, y) = 0,
❡t A2 : Q2(z, t) = 0. ◆♦t♦♥s d1 = |A1|, d2 = |A2|, ❡t e = pgcd(d1, d2).
✭❛✮ ❙✐ e = 1, ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
✭❜✮ ❙✐ e > 1, ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❬✶✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹❪ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h∗ ❡st
❞✬♦r❞r❡ e, ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ β = exp(−2iπk/e)
❞❛♥s µe, 1 ≤ k ≤ e, ♦♥ ❛
H2(F )β = H
0(T,C)⊗H1(F1)β ⊗H
1(F2)β,
♦ù F1 ❡t F2 s♦♥t ❧❡s ✜❜r❡s ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞❡ A1 ❡t A2.
❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ d′1 = d1/e, d
′
2 = d2/e ∈ N
∗, ❛❧♦rs β = exp(−2iπkd′1/d1)
= exp(−2iπkd′2/d2), ❛✈❡❝ d
′
1 ≤ kd
′
1 ≤ d1 ❡t d
′
2 ≤ kd
′
2 ≤ d2.
❙✐ e > 2, ❛❧♦rs ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t 1 < k < e, ♦♥ ❛ 1 < kd′1 < d1
❡t 1 < kd′2 < d2. ❆✈❡❝ ❬✹✹✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✸❪ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✿
h1,0(H1(F1)β) = kd
′
1 − 1 > 0, ❡t h
1,0(H1(F2)β) = kd
′
2 − 1 > 0.
■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ω1 ∈ H
1(F1)β ❡t ω2 ∈ H
1(F2)β. ❆✐♥s✐ H
2,0(H2(F,C))
❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❝❛r ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ω1 ⊗ ω2, ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ♥♦tr❡ ❤②♣♦✲
t❤ès❡✳
❙✐ e = 2, ❛❧♦rs d′1, d
′
2 > 1. ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❝❡ ❝❛s ❡st ❡①❝❧✉ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t k = 1.
✶✶✽
✕ (i)⇒ (iii) : tr✐✈✐❛❧✳
✕ (iii)⇒ (i) :
❙✉♣♣♦s♦♥s (iii) ❡t ♣r❡♥♦♥s α ∈]0, 1[.
❆❧♦rs E(M(A′)) = −nα − n1+α − n3−α − n4−α = 0 ❡t A ❡st ré❞✉❝t✐❜❧❡✳
❙✐ A ❡st ❞❡ t②♣❡ ✶ ♦✉ ❞❡ t②♣❡ ✷ ❛✈❡❝ pgcd(d1, d2) = 1, ❛❧♦rs h
∗ ❡st tr✐✈✐❛❧❡✳
▲❡ ❝❛s ♦ù A ❡st ❞❡ t②♣❡ ✷ ❛✈❡❝ d1 = 2 ♦✉ d2 = 2 ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ t②♣❡ ✶✳
❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❛s ♦ù A ❡st ❞❡ t②♣❡ ✷ ❛✈❡❝ pgcd(d1, d2) > 1, d1, d2 ≥ 3, ❡st ❡①❝❧✉
❛✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✷✳✷✵✳

✶✶✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ré♣♦♥s❡ à ♥♦tr❡
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ q✉✐ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h∗ ❡t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H∗(F,C) s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❝❡♥tr❛❧✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ♦✉✈❡rt❡✱ ♠❛✐s ❧✬♦♥ ♣❡✉t
❡s♣ér❡r ♣r♦❣r❡ss❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✈♦✐❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥s❡r♥❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡ss❛②❡r ❞✬ét❡♥tr❡
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G(A) ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ à ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ q✉✐
❝♦♥t✐❡♥❞r❛✐t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞❡
❞❡❣rés s✉♣ér✐❡✉rs✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❡s♣ér❡r q✉❡ ❧❡s ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❞é❣é♥❡r❡s❝❡♥❝❡ ❞❡s ❚❤é♦rè♠❡s
✹✳✹✳✶✺ ❡t ✹✳✹✳✶✼ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❞✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥s❡r♥❛♥t ❞❡s
❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞é✜♥✐s s✉r R, à ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t
é❣❛❧❡♠❡♥t t❡♥t❡r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡s ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣❧✉s ❣r♦s ♦❜st❛❝❧❡ à ♥♦s ❞❡✉① ❚❤é♦rè♠❡s ✹✳✸✳✶ ❡t ✹✳✹✳✺✱ ❡st q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ❞♦♥t ❧✬♦r❞r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
ps, s ≥ 1, ❛✈❡❝ p ♣r❡♠✐❡r✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❝❧❡❢ ✹✳✷✳✽
❞❡ ❙✳ P❛♣❛❞✐♠❛ ❡t ❆✳ ❙✉❝✐✉✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❛♠é❧✐♦r❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts✱ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡
ét❛♣❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ s❡ ♣❡♥❝❤❡r s✉r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥ ❛rr❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡s t❡❧ q✉❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ h1 ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬♦r❞r❡ pq,
❛✈❡❝ p ❡t q ♣r❡♠✐❡rs ❄
✶✷✵
❖✉r r❡s✉❧ts ♣❛rt✐❛❧❧② ❛♥s✇❡r t❤❡ q✉❡st✐♦♥ t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ t❤❡ ♠♦♥♦❞r♦♠② ♦♣❡r❛t♦r
❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ ▼✐❧♥♦r ✜❜❡r ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ♦♣❡♥✱
❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ❤♦♣❡ t♦ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❤✐s ✇❛②✳
❆s ❢❛r ❛s t❤❡ ♥❡✇ t♦♦❧s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ tr②
t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ G(A) ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶ t♦ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧
❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ ▼✐❧♥♦r
✜❜❡r✳ ❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ♣❡r❤❛♣s ✜♥❞✐♥❣ ❛ ✇❛② t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❛
❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❣♦♦❞ ❝♦✈❡r✐♥❣s ❢♦r ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ ❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥
❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ ✹✳✸✳✶ ❛♥❞ ✹✳✹✳✺ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❤②✲
♣❡r♣❧❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r R t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛s❡✱ ♦r ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❜❧❡
✐♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❇✉t t❤❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥✬t ✉s❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧
s②st❡♠ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣s ✹✳✷✳✽ ❣✐✈❡♥ ❜② ❙✳ P❛♣❛❞✐♠❛ ❛♥❞ ❆✳ ❙✉❝✐✉ ✭✇❤✐❝❤ ✐s
♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ♦✉r ❚❤❡♦r❡♠s ✹✳✸✳✶ ❛♥❞ ✹✳✹✳✺✮✱ ✐❢ ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦❞r♦♠②
❤❛s ❛♥ ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ps, s ≥ 1, ✇✐t❤ p ♣r✐♠❡✳ ❙♦✱ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ st✉❞②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✿ ❞♦❡s t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠♦✲
♥♦❞r♦♠② ♦♣❡r❛t♦r h1 ❛❞♠✐ts ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦r❞❡r pq, ✇❤❡r❡ p ❛♥❞ q ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t
♣r✐♠❡s ❄
✶✷✶
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶❪ P✳ ❆❧✉✣ ✿ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ❈❤❡r♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳
■♥t✳ ▼❛t❤✳ ❘❡s✳ ◆♦t✐❝❡s ✭✷✵✶✸✮ ✶✽✼✸✲✶✾✵✵✳
❬✷❪ P✳ ❇❛✐❧❡t ✿ ❖♥ t❤❡ ♠♦♥♦❞r♦♠② ♦❢ ▼✐❧♥♦r ✜❜❡rs ♦❢ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱
❛r❳✐✈ ✿✶✹✵✶✳✻✵✹✷
❬✸❪ P✳ ❇❛✐❧❡t✱ ▼✳ ❨♦s❤✐♥❛❣❛ ✿ ❉❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❖r❧✐❦✲❙♦❧♦♠♦♥ ❛❧❣❡❜r❛s ❛♥❞ ▼✐❧♥♦r
✜❜❡rs ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ❛r❳✐✈ ✿✶✸✶✷✳✶✼✼✶
❬✹❪ ❘✳ ❇♦tt✱ ▲✳ ❚✉ ✿ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ✐♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t♦♣♦❧♦❣②✳ ●r❛❞✉❛t❡ ❚❡①ts ✐♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳
❬✺❪ ◆✳ ❇✉❞✉r✱ ❆✳ ❉✐♠❝❛ ❛♥❞ ▼✳ ❙❛✐t♦ ✿ ❋✐rst ▼✐❧♥♦r ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ♦❢ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ✬❚♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❱❛r✐❡t✐❡s ❛♥❞ ❙✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✬✱ ❈♦♥t❡♠♣♦✲
r❛r② ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✺✸✽✭✷✵✶✶✮✱ ✷✼✾✲✷✾✷✳
❬✻❪ ◆✳ ❇✉❞✉r✱ ▼✳ ❙❛✐t♦ ✿ ▼✉❧t✐♣❧✐❡r ✐❞❡❛❧s✱ ❱✲✜❧tr❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s♣❡❝tr✉♠✳ ❏✳ ❆❧❣❡❜r❛✐❝
●❡♦♠✳ ✶✹ ✭✷✵✵✺✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ✷✻✾✕✷✽✷✳
❬✼❪ ◆✳ ❇✉❞✉r✱ ▼✳ ❙❛✐t♦ ✿ ❏✉♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❛r✲
r❛♥❣❡♠❡♥t✳ ▼❛t❤✳ ❆♥♥✳ ✸✹✼ ✭✷✵✶✵✮✱ ♥♦✳ ✸✱ ✺✹✺✕✺✼✾✳
❬✽❪ P✳ ❈❛rt✐❡r ✿ ▲❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ✿ ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t♦✐r❡✳ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ❇♦✉r❜❛❦✐ ✈♦❧✳ ✶✾✽✵✴✽✶ ❊①♣♦sés ✺✻✶✲✺✼✽✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✶✾✽✶✱ ❱♦❧✉♠❡ ✾✵✶✴✶✾✽✶✱ ♣✳ ✶✲✷✷✳
❬✾❪ ❉✳ ❈♦❤❡♥✱ ●✳ ❉❡♥❤❛♠✱ ▼✳ ❋❛❧❦✱ ❍✳ ❙❝❤❡♥❝❦✱ ❆✳ ❙✉❝✐✉✱ ❍✳ ❚❡r❛♦✱ ❙✳ ❨✉③✈✐♥s❦② ✿
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❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s
❘és✉♠é✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ét✉❞✐❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s
❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❡♥tr❛❧✱ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ s✉r s❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣❡✉t✲♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦✲
♥♦❞r♦♠✐❡✱ ♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r✱ à ♣❛rt✐r ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❄
❖♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉① ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛r✲
r❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ à ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à
tr♦✐s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r ❞✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❡t ❡ss❡♥t✐❡❧
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❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❡t ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❍♦❞❣❡ ♠✐①t❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦✲
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♠♦ts✲❝❧és ✿ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s✱ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ✜❜r❡ ❞❡ ▼✐❧♥♦r✱
♠♦♥♦❞r♦♠✐❡✳
❍②♣❡r♣❧❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts
❆❜str❛❝t✳ ❚❤✐s P❤✳❉✳t❤❡s✐s st✉❞✐❡s t❤❡ ▼✐❧♥♦r ✜❜❡r ♦❢ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❤②✲
♣❡r♣❧❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥♦❞r♦♠② ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ ✐ts ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣s✳
❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✿ ✐s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡
♠♦♥♦❞r♦♠② ♦♣❡r❛t♦r✱ ♦r ❛t ❧❡❛st t❤❡ ❇❡tt✐ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ▼✐❧♥♦r ✜❜❡r✱ ❥✉st ✉s✐♥❣
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❄
❲❡ ❣✐✈❡ t✇♦ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❡✐❣❡♥s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦❞r♦♠②✳ ❚❤❡
✜rst ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ t♦ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡
❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ❣r❡❛t❡r
♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤r❡❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✐①❡❞ ❍♦❞❣❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣②
❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ ▼✐❧♥♦r ✜❜❡r✱ ❢♦r ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥❞ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢♦✉r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
tr✐✈✐❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦❞r♦♠②✱ ❚❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ ♥✉❧❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥ ✐♥t❡❣❡r s♣❡❝✲
tr✉♠✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
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